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Objetivos

e Conceituar a flexao assimétrica
* Conceituar a flexao obliqua

* Determinar a posicao da linha
neutra em barras sob flexao
pura obliqua

\
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Material Acesso ao Material
Apresentacao http://www.caetano.eng.br/
(Aula 11)
Biblioteca Virtual Resisténcia dos Materiais (Hibbeler) — 52 Edicao

Paginas 237 a 246.
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REVENDO...



Flexao Pura Reta
* Pode-se calcular ¢ a paritr de M

O max
M = |
C

O max

M.c
|




Flexao Pura Reta

 Material Homogéneo e Alta Deformabilidade
e Secao transversal simétrica a um eixo

* Momento aplicado em torno de linha central
perpendicular a esse eixo

Eixo de
simetria ¥

Superficie
neutra

Eixo
longitudinal




Flexao Pura Reta

e Sera que a teoria é limitada assim?
e Secao transversal qualquer
* Momento em qualquer direcao

Flexao Assimetrica

Formula da Flexao

\

Generalizada
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A IMPORTANCIA DOS EIXOS
PRINCIPAIS NA FLEXAO



Importancia dos Eixos Principais

* Consideremos a seguinte secao assimétrica

y '« Minduzo
dF = o0dA °* dF =oc.dA




Importancia dos Eixos Principais

* Consideremos a seguinte secao assimétrica

. ~ * Quais as egs.
z2l dF =oda  de equilibrio?
° ZFx — 0
° ZMZ — M

+ M, =0




Importancia dos Eixos Principais
¢ T F =0

—f g.dA =0
A

\  Como visto na aula passada...
— Isso é satisfeito se z passa pelo centroide

7 passa pela superficie neutra €

— Z é 0 eixo neutro




\

Importancia dos Eixos Principais
y
* D/ H, =0

* O que nos permitiu concluir...

-

N

~

g = —(%)-.Gméxj

€miéx _I




Importancia dos Eixos Principais

e Substituindo com...

[0‘ = - (X) - Omax } Momento € positivo
¢ e ha compressao

* Nos permitiu concluir... onde y é positivo...

M.c e ha tracao onde y é

Omax — I negativo




Importancia dos Eixos Principais
+ Y M, =0
f z.0.dA =0
A
* Se substituirmos com ...

/0‘ — —(%)-.Gméx}

e Resultara em...

— O -
max.f y.z.dA =0
A

\

N

C




Importancia dos Eixos Principais
+ XM, =0

f z.0.dA =0
A

e Se substituirmos com ...




A . . I : .
Importancia dos Eixos/” rincipais

Yy

dF = ogdA

4
g

O que significa o
produto de inércia
* Ses ser zero?

XN

>

M
x.

[\

‘k SO No@ode ser
zero...

N ReSUIta a em.. O gue e iISso?

m Produto de
Inércia




Importancia dos Eixos Principais

e Conclusao:

— Se momento é em torno de um dos eixos
principais, a teoria vale!

— Simetria nao importa




Importancia dos Eixos Principais

* Simetria ajuda...
— Um dos eixos principais € o de simetria
— O outro é perpendicular




Importancia dos Eixos Principais

= A P . 2 g I
Se nao ha simetria... Giae (I J;y)
¥ A%

— Recorrer a formula

— Angulo dos Eixos Principais P 2
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A FORMULA DA
FLEXAO GENERALIZADA:
MOMENTOS OBLIQUOS




Momentos Obliquos

e Momento Obliquo:

— Nao é em torno de um eixo principal

AY

P

M

A

\

N




Momentos Obliquos

e Onde ocorre?

— Pilares de Canto

AY

M

N

A

N




Momentos Obliquos

e Onde ocorre?




Momentos Obliquos

* Nao é em torno de um eixo principal

— Mas podemos decompo-lo

Y

M, = M.sen@,




Momentos Obliquos

* Visao em Perspectiva




Momentos Obliquos

' 4

s tensoes

@
N
N

pr s




Momentos Obliquos

* Analisando as tensoes




Momentos Obliquos

* Analisando as tensdes VB BE




Eixo Neutro
e Se precisarmos saber-’fmde € 0 eixo neutro...

’ P (o ingx F (' Omax)
((r .t')m:ix _’I’ -.' 2

R 8

[(0' x)mdx il (o.’x)mg d

[(ox)m&x + (o.rx)m“x] K




Eixo Neutro
e Se precisarmos saber onde € o eixo neutro...

il i MZy | My 4
o 0- — IZ | Iy i “ ' <4 j [(o, Jmix + (' Imax]
T Ima (," d .
[ O === MZ'y l MyZ 75 N i
1, I, S (Cnie — (s
I [(o Jmix + (" Imé ]
°* Yy = I .| Z]

* Logo... M, = M.sen®,

I,
- ().

)’




Eixo Neutro
* O angulo do eixo neutro com o principal...

¢y = (I—Z.tane).z

" ! . ;:"T‘ S e, 4\(‘ [(”x)m&x + (U'J()mﬁx]

B
* tana = y/z
I, '

THEEE T 6 (@ Jnts = (@I

I,
e ¢ = atan (—.tan 0)
I)’

ca +0




Exemplo

* Considerando M=12kN.m, indique a tensao
em cada canto da secao transversal e a
direcao do eixo neutro

X

N




Exemplo

* M=12kN.m, 6 a G, o




Exemplo

* M=12kN.m, c,a o, o M2=(3/5)

M,.y
o)l =—
7
M.,,.z
jo(2)] = —
ly D \
o a1|* |01 |
Mas o (y)<0 comAI}/IZ;O e v>0... ooy = AZSI A
1 Z"
o(y) = 2
* Eo(2)<0com M <0 e z>0...
M,.
o(z) == 1

y




Exemplo
* M=12kN.m, 6z a G, O

o(y;z) = MIZZ'y I M;;Z
* Calculando |, e,
b.h3 0,2. 0,4-3 o101
I, = e == e My = (4/5).M

I, =1,067.1073 m*

_b.h* _04.0,23 v e [77

12 12
I, = 0,2667. 1073m*




Exemplo
* M=12kN.m, 6z a G, O
I, =1,067.1073 m*
I, =0,2667.103m*
Mz.y M,.z

I, /| 01 " 01
i My = (4/5).M

Mz = (3/5)
3

o(y;z) =

&
™~

* Os momentos My e Mz
M, = —0,8.12 = —9,6kN.m

M, = 0,612 = 7,2kN.m




Exemplo

° M=12kNm, Og d G, A

I, =1,067.1073 m*
I, = 0,2667.103m*

My == _9,6kN. m

M, = 7,2kN.m ks
M,. M,,.z i
o(y;z) = — ; y_|_ Iy My = (4/5).M
z y
* Logo...
7;2- 1O3y _9,6 103.Z
o(y;z) =

1,067.1073 0 0,2667.1073



Exemplo
®* Gz a0 O z

o(y;z) = —(6,75y + 362).10°
 Calculando em cada canto
og =0(0,2;—-0,1)

0,1 0,1

og = 2,25 MPa My = (4/5).M
o- =0(0,2; 0,1)
oc = —4,95 MPa
op =0(—0,2; 0,1)
op = —2,25 MPa




Exemplo
* Oz a O, O z

o(y;z) = —(6,75y + 362).10°
 Calculando em cada canto
Op = 2,25 MPa

0,1 0,1

Oc = —4,95 MPa My = (4/5).M
op = —2,25 MPa

op =0(—0,2;—-0,1)
or = 4,95 MPa




Exemplo
* Og, O¢ Op, Op, O z

o(y;z) = —(6,75y + 36z).10°
 Calculando em cada canto

Op = Z,ZSMP(I \
oc = —4,95 MPa °'|1wy gl( a/5)M
op = —2,25 MPa
or = 4,95 MPa
I, 1,067.107° 4
a = atan E.tanez = atan 02667.10-3 '3




Exemplo
* Og, O¢ Op, Op, O z

o(y;z) = —(6,75y + 36z).10°
 Calculando em cada canto

Op = 2,25 MPa .

o = —4,95 MPa 0'|1V|yil( a/5)M
op = —2,25 MPa

or = 4,95 MPa

a =1,39rad = 79,4°




Exemplo

og = 2,25 MPa

oc = —4,95 MPa

Op = —2,25 MPa

or = 4,95 MPa
a = 79,4°
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EXEMPLO MAIS COMPLETO



Exemplo

 Uma viga em T esta sujeita a um momento
fletor de 15kN.m. Determine a tensao normal
maxima na viga e a orientagao do eixo neutro.

100 mm l 2E e (AY 5 M =15kNm




Exemplo
* M=15kN.m.c_, e«

A 40 mm =
e Calcular o centro de gravidade  *~
<

0.02m 0,02 m
0,080 m 1\ [, 0,080 m |
Pl
0,03 m |
; y
0,100 m -Z-




002m - | ,002m
0y080 m l\ (I‘09080 m |

Exemplo Mt

0,03 m

* M=15kN.m oG _. e ‘

e Calcularocg Sl
e z=(A1.d1 + A2.d2)/A \

~|

L

\

~ ((0,2.0,03).0,115 + (0,1.0,04).0,05)
1 (0,2.0,03)+(0,1.0,04)
* Agora vamos decompor o momento fletor

= 0,089m

Z




......

Exemplo

* M=15kN.m G _. e a
e Z=0,089m

' \ M =15kN-n

* Decompor M ) |
80 mm

* M, =M cos 30° TR 750kNm

— M, =12,99kN.m 5 ol

0.0410 m 112,99 kN'm
| L At

* M,=M sen 30° 0,0890 m

— M, = 7,5kN.m ke .

— +—0,02m




Z

A0, it
Exemplo . -
s ] 0,0410 m 112,99 kN-m

G, €0 | L T [} oo
* O, €EMBoOUC 0,0890 m
* Clalcular | e, R |
— +—0,02m
b1.h13 b2.h23

o Iy = 2T (a1, d12)+ 2 (A2.d2?)

o [y = 13,92.10‘6.
h1.b1® = b2.h23

120 T 112
e [z =20,53.107°% m*

e |7




i &

Exemplo -
°* G .. eq Cosliim) H (\2PKEm

Max */
* 0.5 €MBouC 0,08190,,,
+ 1,=13,92.106m? b -
e 1=20,53.10m?* e Ll
* Calcular a

il IZ
* o = atan E.tanez

20,53

e ¢ = atan (m .tan 60") =68, 6°




R0 m—’k 7,50 kN-m
Exemplo B 8
EOW -1,
" Gl O.()4]0m' I_l (-\12,991(1 e
v
* O €EMBouC o,oslgom
.+ 1=13,92.10m* e |
e 1,=20,53.10m* . =t
* o= 68,6° M

- | |~ A
a = 68,6° H*j~2\f>6;// H\
|




i &
A
Exemplo . e o8
i S~p=
10 -
° Gméx 0,04 m' H (\12,99k1‘:m .
[
* O EMBouC s
+ 1,13,92.10°m? e L
e 1,=20,53.10°m* — —002m
* 0=68,6°
* Calculodos o, ;,
o M,.y | My.Z
I, Iy
7,5.103.(-0,1) = 12,99.103.0,041
* O = LT = 74,8MPa

2053.10~6 = 13,92.106




il &
Exemplo -
= , 00410 m 12.99 KN-m
cFmax ! ! T ,{} > y

* G4 €MBouC 10890 m
+ 1,=13,92.10°m? ic |
. IZ=20,53.1O'6m4 — +—002m
* o=68,6° Op = 74 8MPa
* Célculodoso, . o, = —90,3MPa
o M,.y | M,y.z

L, I,

7,5.103.0,02 = 12,99.103.(—0,089)
o g = — + = —90,3MPa

20,53.10°° 13,92.107°




EXERCICIO



Exercicio — Entrega Individual

* Considerando M=3,5kN.m, calculeo o . ea

direcao do eixo neutro. y
\-‘\\\ A% ’j |
< \lso;i . ;
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PARA TREINAR



Para Treinar em Casa

* Hibbeler (Bib. Virtual), Pag. 245 a 246
e Minimos:
— Exercicios 6.97, 6.101

* Extras:
— Exercicios 6.102, 6.103




- Para Treinar em Casa

Propriedades dos Materiais Utilizados em Engenharia

Madulo de o o e Alongamenta .
o Tensao de escoamento (MPa) Tensao Ultima (MPa) o coeficients de
- Densidade elasticidace o EMCORD e neficiente|  expansao
W EHEES (mgim®) transversal ee , de Poisson termica
E (GPa) tracéo|compressao|cisalhamento|tracio|compresséalcisalhamenta]  Pro¥a oe «10-F
G (GPa) s0mm
Ligas de Aluminio 2014-TB 2,79 731 27 414 414 172 469 4F9 290 10 0,35 23
Forjado BOG1-TG 2,71 68,49 26 255 255 131 240 240 186 12 0,35 24
Ligas de Ferro cinza ASTM 20 7,19 g7.0 27 - - - 174 a]aje - 06 0,28 12
Fundido Maleavel ASTM A-197| 7,28 172 A9 - - - 276 5772 - 5 0,28 12
Latao vermelha
Ligas de Cobre ©33400 8,74 101 a7 70,0 70,0 - 241 24 - 34 0,35 18
Bronze C8E100 8,83 103 34 345 345 - 555 B35 - 20 0,34 17
Ligas de Magnésio A 1004-T61 1,83 447 18 152 152 - 276 276 152 1 0,30 26
Estrutural A-36 7.85 200 74 250 2450 - 400 400 - a0 0,3z 12
Ligas de Ago Inaddavel 304 7,06 193 74 207 207 - 817 817 - 40 027 17
Aco-ferramenta L2 8,16 200 7a 703 703 - 800 800 - 22 03z 12
Ligas de TitAnio Ti-BA1-4Y 443 120 44 824 924 - 1000 1000 - 16 0,36 94
Modulo de a i e Alongamento
iy Tensao de escoamento (MPa) Tensao dltima (MPa) -
Materizi Densidade elasticidace ¥ BM COMO. |~ oficjante| COEMICiENte de
ateriais a— . | de de Poicegn| EXPENséo
E (GPa) r%n(sggras)a tracao|compressao |cisalhamento tracéo \compressao cisalhamento F:'g:'n\’a de termica
i
_ Baia 238 | 221 - - - 12 - - - - 0,15 11
Concreto resisténcia
Alta resisténcia 2,38 2890 - - - 38 - - - - 015 "
Plastico Keviar 49 145 131 - - - - 717 483 20,3 28 0,34 -
Feforcado 30% de vidro 145 724 - - - - an 131 - - 0,34 -
Madeira Estrutural Abeto Dnuglas 047 13,1 - - - - 2.1 26 6,2 - 0,24 -
de Alta Qualidade Aheta Branco 3,60 8,65 - - - - 25 3h B7 - 0,31 -

Fonte HIBBELER, R.C. Resisténcia dos materiais.

Sio Paulo: Pearson Prentice Hall, 2004,
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CONCLUSOES



- Resumo

* A flexao obliqua pode
— Ser interpretada como duas flexdes retas...
— ...considerando-se os eixos principais

* A tensao maxima é calculada por
superposicao de efeitos

* O angulo da linha neutra nao € o mesmo do
momento fletor obliquo

e Exercitar
— Exercicios Hibbeler




Proxima Aula

* O que ocorre quando
ha flexao e
compressao/tracao?
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PERGUNTAS?
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Bom DESCANSO
A ToDOS!



