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Objetivos

l

* Apresentar os conceitos:
— Momento de inércia
— Momento polar de inércia
— Produto de Inércia
— Eixos Principais de Inércia

e Calcular propriedades
geometricas (quaisquer eixos)

=

* Determinar 0s eixos principais e ¢x;
calcular os momentos principais V¥
de inércia




Material de Estudo

Material Acesso ao Material
Apresentacdo http://www.caetano.eng.br/
(Resisténcia dos Materiais Il — Aula 2)
Material Didatico Resisténcia dos Materiais (Beer et al.), pags 728 a 732
Resisténcia dos Materiais (Hibbeler), pags 570-576
Aula Online Aula 2

Biblioteca Virtual “Resisténcia dos Materiais”
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RELEMBRANDO:

“MEDINDO A FORMA”



Caracteristicas das Figuras Planas

e Perimetro
e Area
e Momento Estatico > calculo do centroide




Momento Estatico

e Calculo do Momento Estatico

S, = J y - dA
A

Sy = f x - dA
A

 Unidade S = [L3]




Momentos Estaticos

Ya b
€<— —
| b - h?
h Sx=
—>X 2
| Y b
- >
! _b'h2
N S= T
X
- Y
S, =m"13
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MOMENTO DE INERCIA



Momento de Inércia

* Momento Estatico (ou de 12 Ordem)
—S=A-d
— Mede acao da distribuicao de massa de um corpo

e Momento de Inércia (ou de 22 Ordem)
—1=A"d?
— O que mede?
— A resposta tem a ver com a palavra inércia




Momento de Inércia

* |nércia:
— Tendéncia de manter estado de movimento
— Massa Inercial
—F=m.a




Momento de Inércia

4

* Momento de Inércia
— Inércia de um corpo ao giro
— Resisténcia a alterar o movimento de giro

\

wilee ;S.\“
AN

Quanto maior o momento de inércia, mais esforco
necessario para colocar em movimento de giro




Momento de Inércia

* Diferenca no giro pelo Momento de Inércia



Pontociência - Um Momento na Cadeira.mp4
Pontociência - Um Momento na Cadeira.mp4

Momento de Inércia

* Calculo do Momento Retangular de Inércia

IX:J y? - dA
A

Iy=f x%-dA
A

* Sempre positivos! = Unidade | = [L*]




Momento de Inércia

* Exemplo
Y

7S B i e i >




Momento de Inércia

* Exemplo
Y

7S B i e i >




Momento de Inércia

* Exemplo
Y

7S B i e i >




Momento de Inércia

* Exemplo
Y

7S B i e i >




Momento de Inércia

* Exemplo
Y

7S B i e i >




Momento de Inércia

 Podemos calcular o M.I. por partes:

A
b/2 Y b/2
<€ ‘ > | € — >

Al A2

_._Y_-_————r————

——
X

b-h® b-h® b-h?

Ix=f yz'dA1+f yz-dA2= i + :
Al A2

o



Momento de Inércia

e Outro Exemplo

Ya
A

dA




Momento de Inércia

* E nesse outro caso?

bl YA b2
<€ > € —_—

Al
A2

b2 - h*

12
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EixO CENTRAL DE INERCIA



Eixo Central de Inércia

* Em engenharia?

— Raramente usamos eixos das beiradas

e As coisas em geral giram por um eixo...
— Que passa no centroide do corpo!




Eixo Central de Inércia

* Exemplo

t ﬁ d
Y
h/2v Y
A T >

h/2




Eixo Central de |né O eixo central, dentre

os paralelos aele, é o

eixo de menor inércia




Eixo Central de Inércia

e Eixo Central

— Menor inércia entre os paralelos a ele

Ao afastar o eixo do centroide, o
momento de inércia sobe
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MOMENTO POLAR DE
INERCIA



Momento Polar de Inércia

 Rotacao em torno de um eixo que sai da tela

P




Momento Polar de Inércia

 Rotacao em torno de um eixo que sai da tela




Momento Polar de Inércia

 Rotacao em torno de um eixo que sai da tela

—

ERREEEE)




Momento Polar de Inércia

 Rotacao em torno de um eixo que sai da tela




Momento Polar de Inércia

e Calculo do Momento Polar de Inércia

]0=f p* - dA
A

* |nércia relativa a um ponto (eixo que “sai” por ele)
* Importante nas torcoes
* Sempre positivo! - Unidade J = [L%]




Momento de Inércia

* Exemplo e

A

&

x



Momento de Inércia

* Exemplo

x
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MOMENTO POLAR DE INERCIA X
MOMENTO DE INERCIA



Momento Polar de Inércia

* Relacao com Momento de Inércia
y4

02 = x2 + 2
!

p?-dA

.

£

N~
S
|
X 3




Momento Polar de Inércia

* Relacao com Momento de Inércia
y4

f%pz = x° :ryz
N4

]0=J p?-dA=> ], = J (x% + y%)-dA
A A




Momento Polar de Inércia

* Relacao com Momento de Inércia

Jo= | @ +y?-aa

A

]0=f yz-dA+f x% - dA
A A

Jo=1+1,
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A INERCIA “MISTERIOSA”



A Inércia Misteriosa

e Se esses sao momentos de inércia...

Ix=f yz-dA=f y-y-dA
A A

Iy=f xz-dA=f x-x-dA
A A

* O que seria iss0?

Iy, = f x:y-dA
A



" Produto de Inércia

* Produto de Inércia: sera usado depois

I, = j x:y-dA
A

* Pode ser positivo ou negativo - [l ] = m*

Y A




Quando um dos eixos

Produto de Inércia

é de simetria, o
produto de inércia sera
sempre ZERO!

I, = J x:y-dA
A

* Pode ser positivo ou negativo - [l ] = m*

* Produto de Inércia: sera

Y A




EXERCICIO



Exercicio

* Calcular |,




Exercicio

* Calcular I,
<€ 8 , >
A
6 4‘1
Aly ¢ u —> A3
A2
....... Y S
€« X
2
Ix = |A1x+ |A2x+ IA3x

_ b1'h1® b2:-h23 b3-n33 _ 2:6° 423 2:67

- 3 3 3 3 3 3
|, = 298.666... m?
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PAUSA PARA O CAFE!



-
-
-
-
-
,
'
,
,
,
,
,
,

TRANSLACAO DE EIXO NO
MOMENTO DE INERCIA



- Translacao de Eixos

* Momento de Inércia (I, conhecido)

A
% b
e ——————————

A

h f v§

d
A 4
Y V




Translacao de Eixos

* Momento de Inércia (I, conhecido)

A
% b
G ———————— e ——————

A

h f qu

d
A 4
Y V




Translacao de Eixos

* Momento de Inércia (I, conhecido)

I, = j (v + d)?- dA
A

\\Ix,=f yz-dA+f z-d-y-dA+f d? - dA
A A A

Ix,=lx+2/l/$x+d2-A o )

@ : ) :
* Se x € 0 eixo que passa pelo centroide...S, =0

. IL,=1,+A-d* )




Translacao de Eixos

* Analogamente, para x e y originais passando
pelo centroide:

I, =1,+A-d*
e . A2
l,,=1,+A-d

* Como |, el, - eixos centrais, d - positivo
* Etambém... se O € o centroide...

Jor =Jo +A-d?




¢ Translagao de Eixos

/
/
|

« PRIMEIRO MANDAMENTO

'/

£y
&

/

“Nao transladaras eixo
que nao seja centrall”



Exercicio

* Calcular |,




Exercicio

* Calcular |, - medidas em metros
4

_________ 6_ f__.__________Az____________________________
Al > A3 l
4 2 °
b 1
Ix = |A1x+ |A2x+ IA3x
I_bl-h13+b2-h23 b5 po g2 b3 - h33
T3 I RN

A3 .23 .3
=42+ 22 52 )+ =245333.. m*
3 12 3
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TRANSLACAO DE EIXO NO
PRODUTO DE INERCIA



Translacao de Eixos

* Pode-se demonstrar que se 0s eixos passam
pelo centroide, isso é valido...

1, =1,+A-d?
e . A2
I,,=1,+A-d

\

 Da mesma forma deduz-se que...
Iy =1y +A-dy-d,

e Referéncia xy: (dx,dy) — coordenada de x’y’
— Leitura de coordenadas: eixos do centroide!

— Sinal!



Exercicio v

* Caleular |,




Exercicio & v
° CaICUIar Ixy ------------ /;};_ N X 0,25m E
i tp——— >
g . o 0,10m
== >
X
-0,25m I 0,30m
4 d,lOm
I Alxy = Om

IA2xy — IA2x’y’ +A2'dX'dy

lp2xy = 0+0,3-0,1:(-0,25)-0,2 = -1,5 -103 m*



Exercicio i
* Calcular |, - | oasm
— —
1 V1 4 0,10m
0,2m
0.25m "3 {-0/30m
-
IAlxy=O (é,lOm

lhaey = -1,5-103 m
lazwy = lazey TAg-dx-dy

lasxy = 0+0,3-0,1-0,25--(0,2) =-1,5 103 m*



Exercicio v

* Caleular |, )  ozm
A1l 4 0,10m
X
A
3 Io,30m
>
Alxy_o 0:,10m

azxy = ~1,5:10° m*
azxy = ~1,5:10° m*

Alxy +|A2xy +|A3xy T
=0-1,5-103-1,5-103=-3,0 -103m*

Ly
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ROTACAO DE EIXOS DE
INERCIA



Rotacao de Eixos
* Conhecidos |, |, el,,




Rotacao de Eixos

Conhecidos |, |, e l,,
Como calcular I, I, e l..2

Iy, = j ylz'dA
A

YA

dA

Iyl = f Xlz - dA
A

X" = x.cos O + y.sen 6
y' =vy.cos O - x.sen O
Realizando a integral de I e |, ...



Rotacao de Eixos
’ * Relacoes:

L.+1, I,—1I |

= "2 Y 4 xz”-cosze—lx,,-smza
L+ e

xz - xzy-C0529+lxy-sin29

-1,

Iy = - > +sin 20 + I, - cos 260

J, permanece o0 mesmo!

Py
€
|
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ENCONTRANDO EIXOS DE
MAIOR E MENOR INERCIA



Eixos de Maior e Menor Inércia

e Maior momento de inércia: maior resisténcia

— Maximo |, maxima resisténcia a flexao




Eixos de Maior e Menor Inércia

* Para um dado centro de inércia O...
e ...existem infinitos pares de eixos
* Um deles: maximo e minimo momentos |, e |,




Eixos de Maior e Menor Inércia

4

e Para um dado centro de inércia O...
e ...existem infinitos pares de eixos

* Um deles: maximo e minimo momentos |, e |,
\ * Em geral: considera-se o O no centroide

Y A




Eixos de Maior e Menor Inércia

 Um desses pares: momento maximo X minimo

— Como encontra-los?
a) Calcula-sel,, I, el,, para os eixos dados

b) Verifica-se este angulo:

21
atan(l _’;y>
=

2

e Se Gp for O, sao eixos de maximo e minimo

0, =

 S3o conhecidos como eixos principais




Eixos de Maior e Menor Inércia

4

* Se B, nao for 0, B indica a rotagao necessaria
* Calcula-se os valores de |, |, e I, novos
e Se sO novos maximo e minimos necessarios:

2
I, +1 I, +1
Lyax = xz y‘|‘ <x2 y) '|‘lxy2

L+l (Lt 2+l ]
.\ 2 | XY

\




/. Eixos Principais
4

* Se 0s eixos sao centrais e a figura é simétrica...
l,, =0
 Qual o valor Gp de, nesse caso?

21,
atan(l _Ix>

y
0, = -

\

Nesse caso:

eixos centrais = eixos principais!




CONCLUSOES



Resumo

* Momento de Inércia e Momento Polar de Inércia
* Produto de Inércia

* Eixos Centrais de Inércia

* Translacao e Rotacao de Eixos

* Eixos Principais de Inércia

e Exercitar: Exercicios Hibbeler / Mat. Didatico

* Onde entra a resisténcia?
— Vamos comecar pelos esfor¢os axiais
— Tracao e Compressao
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PERGUNTAS?
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PARA TREINAR



- Para Treinar em Casa

 Minimos:
— Exercicios A.2 a A.6 (52 A.3 a A.6)
— Exercicio A.11 (52 A.10)




EXERCICIO



Exercicio — Entrega Individual

* Calculeol, o0l eol, nocentroide

* Verifigue se esses ja sao 0s eixos principais
* Se nao forem, determine-os e seus |, |, e,

y
8
<€ >
A
6 T‘2,5
+ * )P
4
4] € > 3,5
v v

€«—>




