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PARTE IV 



Objetivos 

• Conceituar fluxo de cisalhamento 

• Determinar distribuição de 
tensões de cisalhamento em 
tubos de paredes finas sob torção 

 



Material de Estudo 

Material Acesso ao Material 

Apresentação http://www.caetano.eng.br/ 
(Resistência dos Materiais II –  Aula 8) 

Material Didático Resistência dos Materiais (Hibbeler), págs 157 a 167. 

Biblioteca Virtual “Resistência dos Materiais” 



RELEMBRANDO: 

TORÇÃO E TORQUE 



• Pelo que vimos até agora... 

 
      

Fórmulas para Torção 

T: 

0 10kN.m 

+ 

0 

- 

10kN.m 

φ =
𝑇. 𝐿

𝐺 . 𝐽
 

𝜏𝑀𝐴𝑋 =
𝑇

𝐽
. 𝑅 

𝑃 = 𝑇.𝜔 



• Equil. Estático + Compat. de Deformações 

 

 

 

 

• Pela estática: 

• Compatibilidade? 

– Os extremos da barra não giraram entre si, logo: 

 

Est. Estaticamente Indeterminadas 

T A TA TB B 

C 

TA 

A C 

TA T-TA 

 C B 

T-TA 

φAC + φCB  = 0 

𝑇𝐴 = 𝑇 − 𝑇𝐵  



• Cálculos Aproximados (Base na T.E.) 

 

Torção em Seções Genéricas 

Forma da 
Seção 

τmáx 

φ 

2. 𝑇

𝜋 . 𝑟3
 

r 
a 

b 

a a 

2. 𝑇

𝜋. 𝑎. 𝑏2
 

20. 𝑇

𝑎3
 

4,81. 𝑇

𝑎3
 

2. 𝑇. 𝐿

𝜋 . 𝐺 . 𝑟4
 
(𝑎2 + 𝑏2). 𝑇. 𝐿

𝜋 . 𝐺 . 𝑎3. 𝑏3
 

46. 𝑇. 𝐿

𝐺 . 𝑎4
 

7,1. 𝑇. 𝐿

𝐺 . 𝑎4
 



• Seções do tipo tubo? 

 

 

 

• E se houver mudanças no eixo? 

 

Outras situações? 



TENSÃO DE CISALHAMENTO EM 
TUBOS DE PAREDES FINAS 



• Em geral, as cargas T são dadas  

– Para verificar, precisamos identificar o τ  

• Ou seja: buscamos uma relação entre T e τ  

 

 

 

 

Verificação de Resistência 

T 
T 



• Buscamos uma relação entre T e τ  

– Para dimensionar e verificar 

• Vamos nos basear no seguinte princípio 

 

 

 

 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

dA 
τméd 

𝑑𝐹 = τ𝑚é𝑑 
. 𝑑𝐴 

T 



• Buscamos uma relação entre T e τ  

– Para dimensionar e verificar 

• Vamos nos basear no seguinte princípio 

 

 

 

 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

CG 

h 

dT 𝑑𝑇 = 𝑑𝐹. ℎ 

𝑑𝐹 = τ𝑚é𝑑 
. 𝑑𝐴 

T 



• Buscamos uma relação entre T e τ  

– Para dimensionar e verificar 

• Vamos nos basear no seguinte princípio 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

CG 

T 

𝑇 =   𝑑𝑇 

𝑑𝑇 = 𝑑𝐹. ℎ 

𝑑𝐹 = τ𝑚é𝑑 
. 𝑑𝐴 

𝑇 =  τ𝑚é𝑑. ℎ . 𝑑𝐴 

T 



• Na equação 

 
 

• O que é dA? 

 

• Logo... 

 

 

 

 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

dS 

t 

τméd 

dF 

𝑇 =  τ𝑚é𝑑. ℎ . 𝑑𝐴 

T 𝑑𝐴 = t . dS 

𝑇 =   τ𝑚é𝑑. ℎ . t . dS  



FLUXO DE CISALHAMENTO 



• Na primeira aula de torção: 

 

 

 

 

 

 

• Por que ocorre essa reação? 

Fluxo de Cisalhamento 



• Vejamos o caso concreto: 

Fluxo de Cisalhamento 



• Vejamos o caso concreto: 

Fluxo de Cisalhamento 



• Vejamos o caso concreto: 

Fluxo de Cisalhamento 



• Genericamente falando 

 

Fluxo de Cisalhamento 

dF = dA . τ 
dF 

dF 
dFA 

dFB 
dFA = dAA . τA 

dFB = dAB . τB 



• Genericamente falando 

 

Fluxo de Cisalhamento 

dF 

dF 
dFA 

dFB 

dFA = dAA . τA 

dFB = dAB . τB 

dFA = tA.dx . τA 

dFB = tB.dx . τB 

Equilíbrio Estático 
 

dFA = dFB 

tA.dx . τA = tB.dx . τB 

tA . τA = tB . τB 



• tA . τA = tB . τB = q [constante] 
 

•  q: fluxo de cisalhamento 

• Pode-se dizer que, numa seção: 

 

 

• Esse é um resultado importante! 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Fluxo de Cisalhamento 

Em que ponto de uma seção 
tubular ocorre o maior 

cisalhamento? 

Onde a espessura t 
for menor! 

𝜏 =
𝑞

𝑡
 



• Na prática, τ varia na espessura 

• Em tubos de parede fina, 

– Pouco erro: τ = τméd 

 

 

Fluxo de Cisalhamento 

• Logo, podemos escrever: 
 

 

 

 

• Como interpretar? 

 

 

 

 

q = τméd . t 

“τ por metro 
de seção 

transversal” 



FLUXO DE CISALHAMENTO E A 
RELAÇÃO TORQUE X TENSÃO 

DE CISALHAMENTO 



• A expressão: 
 

 

 

• Pode ser aplicada para simplificar essa: 

 

 

 

 
• Mas o que é... 

 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

q = τméd . t 

𝑇 =   τ𝑚é𝑑. ℎ . t . dS  

𝑇 = τ𝑚é𝑑.t.  ℎ.dS  

 ℎ.dS  



• Observe a figura a seguir 

 

Um Truque Geométrico 
 ℎ.dS= ? 

dS1 

dS2 

dS3 

dS4 

 1.dS = dS1 + dS2 + dS3 + dS4 

• Se dS1 = dS3 = base 
• Se dS2 = ds4 = altura  

 1.dS = 𝑏 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑎 = 2. 𝑎 + 2. 𝑏 h1 

h2 

h3 
h4 

 h.dS = h1. dS1 + h2. dS2 + h3. dS3 + h4. dS4 
• Se h1 = h3 = a/2 
• Se h2 = h4 = b/2  

 h.dS = 
𝑎

2
. 𝑏 +

𝑏

2
. 𝑎 +

𝑎

2
. 𝑏 +

𝑏

2
. 𝑎 = 𝑎. 𝑏 + 𝑏. 𝑎 = 2. 𝑎. 𝑏 

Vale para qualquer forma! 



• Ou seja: 
 

• Mas... Observe o h no tubo de parede fina 

 

 

 

 
 

• No nosso caso, então:  

 

Um Truque Geométrico 

 ℎ.dS = 2. Á𝑟𝑒𝑎 

h1 

h2 

h3 
h4 

• Não é a área total da figura! 

– É a área que vai até o meio 
da parede do tubo 

• Am: Área Média 

 
 ℎ.dS = 2. 𝐴𝑚 



• Voltando, podemos juntar 

 

 

 

 

• Que resulta em:  

• Ou ainda... 

 

 

Torque x Tensão de Cisalhamento 

𝑇 = τ𝑚é𝑑. t.  ℎ.dS  

 ℎ. dS = 2. 𝐴𝑚 

𝑇 = τ𝑚é𝑑. t. 2. 𝐴𝑚 

𝝉𝒎é𝒅 =
𝑻

𝟐. 𝒕. 𝑨𝒎
 τméd para seções 

da mesma 
espessura t! 



• Sabendo que a tensão de cisalhamento 
admissível é 40MPa, verifique se resiste a 
um torque de 50kN.m o tubo de parede fina 
com seção circular de raio rm = 10cm e 
espessura 2cm.  

 

 

Exemplo: Verificação de Barra 



• rm: 0,1m t: 0,02m T: 50.103N.m τadm: 40.106Pa  
 

• Pela fórmula: 

 

 

• Logo: 
 

 
 

 

 

 

 

Exemplo: Verificação de Barra 

𝝉𝒎é𝒅 =
𝑻

𝟐. 𝒕. 𝑨𝒎
 

𝝉𝒎é𝒅 =
𝟓𝟎. 𝟏𝟎𝟑

𝟐. 𝟐. 𝟏𝟎−𝟐. 𝝅. (𝟏𝟎−𝟏)𝟐
 =
𝟏𝟐, 𝟓. 𝟏𝟎𝟕

𝝅
 

𝝉𝒎é𝒅 = 𝟑𝟗, 𝟖𝑴𝑷𝒂 



ÂNGULO DE TORÇÃO EM 
TUBOS DE PAREDES FINAS 



• E o ângulo de torção nesse caso? 

 

 
 

 

 

 

 

• De onde vem? 

 

 

Paredes Finas x Ângulo de Torção 

φ =
𝑻. 𝑳

𝟒. 𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

.  
𝒅𝑺

𝒕
 

Resolver a integral 
caso a caso! 



• Verifique a deformação de uma barra 
tubular de 2m de comprimento, com 
espessura 2cm e G = 100GPa, quando 
aplicado um torque de 50kN.m. O formato 
da seção é:  

 

 

Exemplo: Torção de Barra 

22 cm 

10 cm 
8 cm 

10 cm 



• L: 2m t: 0,02m G:100.109GPa T: 50.103N.m 

 

 

Exemplo: Torção de Barra 

0,22 m 

0,10 m 
0,08 m 

0,10 m 

𝒃𝒎𝒂𝒊𝒐𝒓 + 𝒃𝒎𝒆𝒏𝒐𝒓
𝟐

. 𝒂𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂 
 

 

φ =
𝑻. 𝑳

𝟒.𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

. 
𝒅𝑺

𝒕
 

𝑨𝒎 = 
 

𝑨𝒎 =
𝟎, 𝟐𝟐 + 𝟎, 𝟏

𝟐
. 𝟎, 𝟎𝟖 = 𝟎, 𝟎𝟏𝟐𝟖 𝒎𝟐 

 
𝒅𝑺

𝒕
= = 𝟐𝟔 

𝑨𝒎 = 𝟎, 𝟎𝟏𝟐𝟖 𝒎
𝟐 

 
𝒅𝑺

𝒕
= 𝟐𝟔 

𝟎, 𝟏𝟎

𝟎, 𝟎𝟐
+ 
𝟎, 𝟏𝟎

𝟎, 𝟎𝟐
+ 
𝟎, 𝟐𝟐

𝟎, 𝟎𝟐
+ 
𝟎, 𝟏𝟎

𝟎, 𝟎𝟐
 



• L: 2m t: 0,02m G:100.109GPa T: 50.103N.m 

 

 

Exemplo: Torção de Barra 

0,22 m 

0,10 m 
0,08 m 

0,10 m 

φ =
𝑻. 𝑳

𝟒.𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

. 
𝒅𝑺

𝒕
 

𝑨𝒎 = 𝟎, 𝟎𝟏𝟐𝟖 𝒎
𝟐  

𝒅𝑺

𝒕
= 𝟐𝟔 

𝟓𝟎. 𝟏𝟎𝟑. 𝟐

𝟒. 𝟎, 𝟎𝟏𝟐𝟖𝟐. 𝟏𝟎𝟎. 𝟏𝟎𝟗
. 𝟐𝟔 =

𝟏𝟎𝟑

𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟏𝟔𝟑𝟖𝟒. 𝟏𝟎𝟗
. 𝟔, 𝟓 

φ ≅ 𝟎, 𝟎𝟒 𝒓𝒂𝒅 

φ = 



EXERCÍCIO PRÉ-INTERVALO 



• Calcule a tensão de cisalhamento média e 
verifique a deformação de uma barra tubular 
de 5m de comprimento, com espessura 1cm 
e G = 100GPa, quando aplicado um torque 
de 10kN.m. O formato da seção é:  

 

 

Exercício 

20 cm 

10 cm 



• L: 5m t: 0,01m G:100.109GPa T: 10.103N.m 

• Cisalhamento Médio 

 

 

 

 

 

 

Exemplo: Verificação de Barra 

𝝉𝒎é𝒅 =
𝑻

𝟐. 𝒕. 𝑨𝒎
 

𝝉𝒎é𝒅 = 𝟐𝟓𝑴𝑷𝒂 

0,2 m 

0,1 m 

𝝉𝒎é𝒅 =
𝟏𝟎. 𝟏𝟎𝟑

𝟐. 𝟏𝟎−𝟐. (𝟐. 𝟏𝟎−𝟏. 𝟏. 𝟏𝟎−𝟏)
 



• L: 5m t: 0,01m G:100.109GPa T: 10.103N.m 

• Deformação 

 

 

 

 

 

 

Exemplo: Verificação de Barra 

0,2 m 

0,1 m 

φ =
𝑻. 𝑳

𝟒.𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

. 
𝒅𝑺

𝒕
 

φ =
𝟏𝟎. 𝟏𝟎𝟑. 𝟓

𝟒. 𝟎, 𝟐. 𝟎, 𝟐 𝟐. 𝟏𝟎𝟎. 𝟏𝟎𝟗
.
𝟎, 𝟐

𝟎, 𝟎𝟏
+
𝟎, 𝟏

𝟎, 𝟎𝟏
+
𝟎, 𝟐

𝟎, 𝟎𝟏
+
𝟎, 𝟏

𝟎, 𝟎𝟏
 

φ = 𝟎, 𝟎𝟎𝟎𝟕𝟖𝟏𝟐𝟓. 𝟔𝟎 

φ ≅ 𝟎, 𝟎𝟓 𝒓𝒂𝒅 



PAUSA PARA O CAFÉ 



EXEMPLO COMPLETO 



• Calcule a tensão de cisalhamento nos pontos 
A e B e o ângulo de torção em C da barra 
abaixo, sabendo que G = 38GPa. 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 



• Primeiro passo: Am 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 

G = 38GPa 

0,002m2 Am = 0,057 . 0,035 = 



• Segundo passo: Reação e Diagramas 

 

 

• Equilíbrio Estático: 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 

G = 38GPa 
Am = 0,002m2 

D 

0,5m 1,5m 

C 60N.m TE E 25 N.m B/A 

x 

-60 +25 + TE = 0 TE = 35N.m 



• Segundo passo: Reação e Diagramas 

 

 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 

G = 38GPa 
Am = 0,002m2 

D 

0,5m 1,5m 

C 60N.m 35 N.m E 25 N.m B/A 

60 N.m + 35 N.m + 
T: 



• Terceiro passo: τméd 

 

 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 

G = 38GPa 
Am = 0,002m2 

D 

0,5m 1,5m 

C E B/A 

60 N.m 

+ 

35 N.m 

+ 
T: 

𝝉𝒎é𝒅,𝑨 =
𝑻

𝟐. 𝒕. 𝑨𝒎
 =

𝟑𝟓

𝟐. 𝟎, 𝟎𝟎𝟓. 𝟎, 𝟎𝟎𝟐
 𝝉𝒎é𝒅,𝑨 = 𝟏, 𝟕𝟓𝑴𝑷𝒂 

𝝉𝒎é𝒅,𝑩 =
𝑻

𝟐. 𝒕. 𝑨𝒎
 =

𝟑𝟓

𝟐. 𝟎, 𝟎𝟎𝟑. 𝟎, 𝟎𝟎𝟐
 𝝉𝒎é𝒅,𝑩 = 𝟐, 𝟗𝟐𝑴𝑷𝒂 



• Quarto passo: φ 

 

 

Exemplo: Fluxo de Cisalhamento 

G = 38GPa 
Am = 0,002m2 

D 

0,5m 1,5m 

C E B/A 

60 N.m 

+ 

35 N.m 

+ 
T: 

φ =
𝑻. 𝑳

𝟒. 𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

. 
𝒅𝑺

𝒕
 =

𝑻. 𝑳

𝟒. 𝟎, 𝟎𝟎𝟐𝟐. 𝟑𝟖. 𝟏𝟎𝟗
.
0,057

0,005
+
0,035

0,003
+
0,057

0,005
+
0,035

0,003
 

φ = 7,587171. 10−5. 𝑻. 𝑳 

φ𝑫𝑬 = 7,587171. 10
−5. 𝟑𝟓. 𝟏, 𝟓 ≅ 0,004 𝑟𝑎𝑑 

φ𝑪𝑫 = 7,587171. 10
−5. 𝟔𝟎. 𝟎, 𝟓 ≅ 0,002 𝑟𝑎𝑑 

φ ≅ 𝟎, 𝟎𝟎𝟔 𝒓𝒂𝒅 



CONCENTRAÇÃO DE TENSÃO 



• Assim como nas cargas axiais 
– Cálculo complexo em mudanças de seção 

 

 

 

Concentração de Tensão 

 

     𝜏𝑀𝐴𝑋≠
𝑇

𝐽
. 𝑅 

• Mas... 

     𝜏𝑀𝐴𝑋= 𝐾.
𝑇

𝐽
. 𝑅 

 

 

 



• Assim como nas cargas axiais 
– Cálculo complexo em mudanças de seção 

 

 

 

Concentração de Tensão 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 𝐾.
𝑇

𝐽
. 𝑅 



• O eixo a seguir está apoiado em mancais A e 
B. Determine a tensão máxima no eixo, 
resultante dos torques aplicados. O filete na 
junção de cada eixo tem r=6mm. 

 

 

Exemplo: Concentração de Tensão 



• r = 6mm 

• Por inspeção... 

 

 

 

 
 

• Logo... 

 

 

 

Exemplo: Concentração de Tensão 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 𝐾.
𝑇

𝐽
. 𝑅 𝐽 =

𝜋 ∙ 𝑅4

2
 

 

 

 

 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 𝐾.
2. 𝑇

𝜋 ∙ 𝑅3
 



• r = 6mm  T=30Nm 

 
 

• K = ? 

 r/d = 6/2.20 

 r/d = 0,15 

 D/d = 2.40/2.20 

 D/d = 2  

• K = 1,3 

Exemplo: Concentração de Tensão 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 𝐾.
2. 𝑇

𝜋 ∙ 𝑅3
 



• r = 6mm  T=30Nm 

 

 

• Assim... 

 
 

Exemplo: Concentração de Tensão 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 1,3.
2. 𝑇

𝜋 ∙ 𝑅3
 

𝜏𝑀𝐴𝑋 = 1,3.
2.30

𝜋. (20. 10−3)3
 

𝜏𝑀𝐴𝑋 =
78

𝜋. 8. 10−6
 

𝝉𝑴𝑨𝑿 = 𝟑, 𝟏𝑴𝑷𝒂 



CONCLUSÕES 



Resumo 
• Cisalhamento em tubos de paredes finas: 

– Equações específicas 

• Permitem calcular seções diversas 

• Concentração de Tensões: Efeito importante 

• Exercitar: Exercícios Hibbeler 

 

• Flexão: como calcular isso? 

• Diagramas de momentos fletores 

 



PARA TREINAR 



Para Treinar em Casa 

• Mínimos: 

– Exercícios 5.98, 5.99, 5.111 

• Extras: 

– Exercícios 5.102, 5.103, 5.112, 5.116 

 

 

 



Para Treinar em Casa 

 

 

 



EXERCÍCIO NO SAVA 



 

 

 

 

Exercício – Entrega Individual 

• Um tubo triangular, conforme a figura abaixo, 
de chapas de aço de 5mm de espessura, com 
G=75GPa. Calcule a tensão de cisalhamento 
máxima e o ângulo de torção. 

 

 

 

 

 



PERGUNTAS? 



EXERCÍCIO EM SALA 



Exercício – Individual, para Agora! 
• Trace o diagrama de momento torsor da barra 

abaixo e calcule a rotação entre os dois extremos 
da barra, com G = 200GPa e seção quadrada de 
lado médio 30cm e chapa de espessura 1cm 

 

 

 

 

 

 

 
   

7m 

100kN.m 

3m 

0 + 

100kN.m 

T: 

φ ≅ 𝟎, 𝟎𝟏𝟑 𝒓𝒂𝒅 
φ =

𝑻. 𝑳

𝟒. 𝑨𝒎
𝟐. 𝑮

. 
𝒅𝑺

𝒕
 


