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Introducéo

A Pesquisa Operacional € area do coimhento que estuda problemas de como
conduzir e coordenar algumaperacdes dentro de umaganizacdo. Em outras palavras,
Pesquisa Operacional (ou PO) é a aplicacanétedos analiticos paeaxiliar os executivos
a tomar melhores decisGes. Tanto quantssppel, a PO busca obter a melhor solugéo
possivel, chamadas6lucdo 6timad para um dado problema. Chamamos isso de "otimizar"
uma operacéao.

De forma simplificada, timizar significa encontrar uancombinacdo de fatores de
operacdo que nos permite o lhue desempenho possivel. Ebutras palavras, se vamos
transportar carga e podemos fazer isso dershgeformas, otimizar é determinar todos as
caracteristicas do transporte que nos trarémemor custo ou tempo, por exemplo. Da mesma
forma, se queremos transportan certo conjunto de dados pama rede como a internet,
onde temos diversos caminhpslos quais uma informacdo pode ser transmitida, otimizar
significa determinar o0 modo deansmissdo e o caminho tansmissao de forma que a
comunicacao seja 0 mais rapida possivel.

1. Histérico

O inicio da Pesquisa Opmional data do inicio do s@ouXX, tendo o termo Pesquisa
Operacional sido cunhado no fim da década de }#88,descrever a atuacdo de cientistas na
analise de problemas militares.

Seu uso foi muito mais intenso na Segu@deerra Mundial, devido a necessidade de
alocar com urgéncia e da melhor forma possiixersos recursos escassos como municao e
alimento.

Terminadas as grandes guerras, oshecimentos adquiridos acabaram por ser
estendidos para organizacdes civis, e o daoPesquisa Operacional cresceu muito até
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meados da década de 1970. Nas guerras maiggeceomo as do Iraque, também a Pesquisa
Operacional se motrou presente nas estratégias de ocupacéao e ataque.
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Figura 1 - Avanco das tropas ameri@no Iraque (fonte: Reuters)

Ainda na época da Segunda @agesurgiram sociedadesofissionais de cientistas da
area de Pesquisa Operacional. Uma delas é a Operational Research Society (
http://www.orsoc.org.uB e outra € o Institute for Operations Reasearch and the Management
Sciences - Informs Kittp://www.informs.ord ). No Brasil existe a Sociedade Brasileira de
Pesquisa Operacional - Sobraguatp://www.sobrapo.org.bl

2. Contetido do Curso

O processo todo de solugado de um pota por PO pode ser sintetizado em alguns
passos:

1) Definicdo da situacado problema ou seja, determinaguais Sdo 0s objetivos
desejados, quais sdo as restricbes as solugdasto tempo existe Eaque o problema seja
resolvido... e assim por diante. Neste pasfarrimacdes genéricasdispersas precisam ser
transformadas em informacdes estruturadas e precisas.

2) Formulacdo de um modelo quantitativoou seja, formalizar todas as informacgdes
estruturadas no passo anterior em termmagematicos, representio as relacdes entre
variaveis dos problemas através de simbolos matematicos. Na Programacao Linear, uma das
técnicas usadas pela PO, as relag@desexpressas por equacgdes e inequagoes.
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3) Resolucdo do Modelpou seja, manipular os vaés das varidveis até que se
obtenha a melhor solucédo possivel, em termio objetivo identiiado no primeiro passo. E
importante lembrar que algumasridveis podem ser manipdlas livremente. Outras,
entretanto, serdo calculadas como resultado do processo. Estas Ultimas sdo chamadas
variaveis de decisédo

4) Consideracado de Fatores Imponderaveisu seja, analisar a solucdo encontrada e
verificar se ela precisa ser modificada pa@iporar fatores exteos que nao tenham sido
considerados no adelo matematico.

5) Implementacdo da solugdoou seja, constado que a solucdo é possivel na
pratica, parte-se para a impientacdo, que deve ter sido pragkt para uma transicdo o mais
suave possivel.

Neste curso, serdo apresentados alguns gmas classicos de PO e seus modelos
decorrentes, apresentando uma introducd® Zwoprimeiros destes passos, ficando um
aprofundamento a cargo do aluno. Os passosb4s@o deixados para um curso de poés
graduacao.

Apesar da énfase as modelagens e adsdog analiticos de kado, isso ndo deve
ocultar, de forma alguma, o etivo fundamental de se estud®esquisa Operacional, que € o
de encontrar as melhors solucfessiveis para pblemas praticos.

2.1. Passo 1 - Elaboracdo de Modelos Matemaéaticos

Como dito anteriorment@a Pesquisa Operacional buscama configuracado 6tima de
um sistema. Entretanto, este 6timo s6 podelsedo a partir de utmodelo matemaético e, se
o modelo néo for corretamentiesenvolvido, a solucédo enaaa pode ndo ser viavel na
realidade. Quanto melhor o modelo matematico, menor é a chance da solucao 6tima ser
inviavel na pratica.

Por esta razao, pelo fato danodelagem ser a parte qagquer maior raciocinio e por
ser a Unica etapa da resolucdaideproblema de PO que n@ode ser feita com o auxilio de
um computador, este cursorlaima grande énfase nadelagem matemética. Trataremos
apenas de problemas lineares.

2.2. MétodoSimplex

O Método Simplex é a forma mais geralsgeresolver um problema de Programacéao
Linear, que sdo os problemas mais classicbsisicos da Pesqui€peracional. O Método
Simplex consiste de wnseqiéncia de operacdes sist@aa que, apds o numero suficiente
de iteracdes, nos apresenta a solucao dtenam problema de Programacao Linear.

Problemas deste tipo podem ser "qual@&minho mais curto de um ponto a outro?"
ou "De qual maneira eu posso aplicar este raeurso para obter maitucro?". Pode ainda
ser "Quantas unidades de aatipo de produto eu produzorpamaior lucro?" ou "Quais
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seriam os cardapios ndo regdes que satisfariam todas acaessidades didagale nutrientes
e agradassem ao mpaladar?" e uma infidade de outros.

2.3. O Algoritmo Hungaro

Como sera possivel obseryalo método, em alguns tipde problemas (grandes) o
método Simplex pode telesempenho poucotsdatorio; Isso ocorr@orque o0 Simplex € um
método genérico, que nao tpeoveito de nenhuma caractedatiespecifica de um dado tipo
de problema. Assim, para estes casos ermmsmo um computadoépido pode levar dias,
meses ou até anos (...) pa&mcontrar uma solugdo otimal@eSimplex, muitas vezes séo
propostas metodologias de cadtcuespecificas para encoamt uma solucdo Otima mais
rapidamente.

Como um exemplo deste tipo de algontnsera apresentadoAlgoritmo Hungaro,
usado em problemas de atrigdd e designacao, que classicamente é apresentado como um
problema de atribuicdo de equipdiferentes a projetos tigos, para minimizar o tempo
total de concluséao dosq@etos (horas pagas).

Entretanto, o Problema de Atribuicdo € muito comum além desta esfera mais classica.
Em computacdo distribuida, p@axemplo, o computador mensavel pelo controle de
execucdo das aplicacdes deve decidir qual € o outro computador que ira processar uma
informacédo ou executar um dado softwa@mo cada equipamento pode ter recursos
distintos (velocidade de praasamento, memodria, dispositivos;)etrata-se de um problema
de atribuicdo que o Sistema@acional tera de resolver.

Figura 2 - Qual programa sera esutado em qual computador?

Hoje também estédo se tornando comunsamsputadores com dois processadores ou
mais (Dual Core, como Core2 Duo, Athlon X&c) e isso traz umgarefa ao Sistema
Operacional, antes desnecessésaxolher qual dos processa(neste caso, todos iguais)
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ird executar um dado thread (parte de um prog). Essa atribuicdo iMavar em conta qual
a carga de cada processador, quais recursasucadeles esta usdo, e assim por diante.

Figura 3 - Qual tarefa serarihbuida a cada processador?

3. Bibliografia
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Notas das Aulas 02 e 03: Modelagem Matematica
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Introducéo

Como visto na aula anteior, a solugd® problemas de Pesquisa Operacional, em
especifico os problemas &aogramacao Linear, podem ser heisios por um processo que
pode ser sintetizadda seguinte forma:

1) Definicdo dasituacado problema ou seja, determinaguais Sdo 0s objetivos
desejados, quais sdo as restricbes as solugdasto tempo existe Eaque o problema seja
resolvido... e assim por diante. Neste pasfarrimacdes genéricasdispersas precisam ser
transformadas em informacdes estruturadas e precisas.

2) Formulacdo de um modelo quantitativoou seja, formalizar todas as informacgdes
estruturadas no passo anterior em termm@gematicos, representio as relacdes entre
variaveis dos problemas através de simbolos matematicos. Na Programacao Linear, uma das
técnicas usadas pela PO, as relag@desexpressas por equacgdes e inequagoes.

3) Resolucdo do Modelpou seja, manipular os vaés das varidveis até que se
obtenha a melhor solucédo possivel, em termio objetivo identiiado no primeiro passo. E
importante lembrar que algumasridveis podem ser manipdlas livremente. Outras,
entretanto, serdo calculadas como resultado do processo. Estas Ultimas sdo chamadas
variaveis de decisao

4) Consideracado de Fatores Imponderaveisu seja, analisar a solucdo encontrada e
verificar se ela precisa ser modificada pa@iporar fatores exteos que nao tenham sido
considerados no adelo matematico.

5) Implementacdo da solugdoou seja, constado que a solucdo é possivel na
pratica, parte-se para a impientacdo, que deve ter sido pragkt para uma transicdo o mais
suave possivel.

Nestas aulas e nas seguirgesio focados os passos 1 e 2.
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1. ModelagemMatemaéatica para Programacao Linear

Os modelos mateméaticos qséo, provavelmente, os mapopulares sdo aqueles
chamados de Modelos de Programacédo Lin&ates modelos servem para representar
problemas em que a relagdo entre as veisadestes problemgmssam ser expressas na
forma de equacdes ou inequesdineares. As caracteristicasxdamentais de um modelo
deste tipo sao:

1) Existe uma combinacdo deariaveis que deve semaximizada ou minimizada
como por exemplo o custo de uma operagdaostrial ou rentabilidade média de acdes. A
esta combinacédo de variaveis da-se o nonfardgio objetivo. Por exemplo7x + 2y, onde x
e y sdo variaveis de interesse, combinauasproporcdo de 7 para 2. As variaveis que
aparecem na funcao objetivo sdo as chamaatédveis de deciséo
2) A estrutura do problema é tal que existe uma limitagdo de recursosdo sendo
possivel ter um lucro tdo amde quanto se queira nem wwmsto tdo pequeno quanto se
queira. Estas limitacdes de recursos sao expressas como equacdes ou inequacdes matematicas
e sdo chamadasstricoes

Assim, sempre que tivermos um probleena que desejamostsx qual é a melhor
configuracdo de operacdo, oujaseaquela que traz maior lucro ou reduz o0s custos, e
pudermos representar estes obfee restricbes através dquacdes ou inequacdes lineares,
podemos modela-lo como um problema de Ruogicédo Linear para posterior resolucéo.

1.1. Pardmetros x Variaveis déDecisdo: Uma Primeira Nocao

Independente do problema, antes de paos para a geracdo de um modelo, é
importante ressaltar a diferenca entre Parametros e Variaveis de DPeais@oetros sao
valores que sao fornecidogs nos quais hdo podemos mexkEvem permanecer como estao.
Variaveis de decisdo sdo vates que podemos alterar As variaveis de decisdo
normalmente saaxpressas algebricamente, compxy, Xz... hote os indices.

Por exemplo, s« for a variavel que indica quanttombustivel foi abastecido, &
possivel dizer que»é a quantidade que foi abastecida no poste &,aquantidade que foi
abastecida no posto 2, & a quantidade que foi abastecida no posto 3... e assim por diante. E
importante ressaltar que édicestém um papel importante na especificacdo do modelo e
ndio haum significado pré-definidpara os mesmos. E tarefa pesquisador descrever o que
os indices significanNo caso, é definido que o indicgesifica 0 nimero do posto no qual
ocorreu o abastecimento.
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1.2. Como Descrever o Desejo de Minimizar o Gasto com Combustivel?

Imaginemos que o problema seja que s&ti realizada uma viagem e é desejavel
gastar o minimo com combustivel. Na estrada, existem trés postos de combusfivelpp
Em cada um dos postos, tesnam custo diferente;,ac, e g. O que se deseja saber entéo é:

Quando eu abaste¢o no posto 5}, (puanto abasteco no posto 2) @ quanto abasteco
no posto 3 () para gastar o minimpossivel? Bem, se o skjo é saber quando sera
abastecido em cada posto, é porguetende-se tomar uma decisd@ue envolve estes
valores. Por esta razéo estas sdo chamadawideies de decisdoSe chamar de o quanto
sera abastecido, & possivel dizer qué ® quanto sera abastecido no posto, & a quanto
sera abastecido no posto 2;é0 quanto sera abastecido no posto 3.

O valor de x, X, ou X% vai ser o numero de litros de combustivel abastecido em cada
posto. Se nada abastecer em um dado post@po desta variavel de decisdo sera zBar
exemplo: se a melhor opcéo fuo abastecer no posto 2, o valor desera 0 (x= 0).

Com isto em mente, é possivel dizer guealor gasto no posto 1 serd o quanto foi
abastecido no posto 1, multiplicado pelo valor do litro de combustivel no posto 1, ou seja:

X1* P1

Afinal, se for abastecido 1 litro, serd pago 1 vez o preco de um litro. Se for abastecido
2 litros, seréa pago 2 vezes o preco do litro avager diante. Da mesma forma, se nada for
abastecido, xvalera zero e nadsera pago no posto 1.

Seguindo o mesmo raciocinio, é possiveedique o custo no posto 2 sera* p, e
que no posto 3 o custo serdpz. Chamando os custos em cada posto,ds e ¢, podemos
reescrever os custds seguinte forma:

CL=X *pP1
C=X% * P2
C3 =X * Ps3

O custo total de abastecimento serac; + ¢, + ¢;, que pode ser escrito da seguinte
forma:

C=X%* P+ X P2+ X *Ps

Como o desejo é gastar o minimo possiwvel,seja, ter 0 menor custo possivel, é
possivel dizer que queremimgnimizar o custo. A maneira formale dizer isso é:

[MIN] X1 *p1+ X * P2+ X * Ps
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Esta funcdo, que desume o que desejamos do problema, é chamadéumighio
objetivo e, neste casoy,xx, € % saovariaveis de decisd® p, p. € p Sa0 0s parametros.

1.3. Restricoes

Na secéo anterior, foi representado o dedejgastar o minimo possivel. Entretanto, a
solucao para o problema apresentado € "fajuecasa, ndo abasteca nada e ndo gaste nada",
ja que em lugar algum foi descrijoe sair de casa € obrigatério.

Para que o problema repretto se assemelhe mais camnecessidades, precisamos
adicionar mais informagcdes ao problemaisTiaformacdes sédo adicionadas na forma de
restricdes, como por exemplo "N&o é possiwarfem casa™. E presn dizer isso usando as
variaveis de decisdajue ja estdo sendo usadas. Nacasnformacado que pode ser usada é
um consumo conhecido da viagem, que seria, por exemplo, de 50 litros de combustivel.

Como acrescentar esta informacédo? Bem, se vai ser abastgellidis xio posto 1, x
litros no posto 2 exditros no posto 3, é possivel dizer que o total de litros abastecido é:

total abastecido =4 X, + X3

Ora, o total abastecido precisa ser um vaiaior ou igual aos 50 litros necessarios
para a viagem; oseja, formalmente:

X1+ X% + X% T 50

Com isso, é possivel apresentar um primeiro modelo matematico muito simplificado:

[MIN] X1*¥pr+X*p2+X%*ps
Sujeito a: X+ X+ % 750
Ou ainda:

[MIN] X1*p1+ X *p2+ X *ps
SA X+X+X950
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1.4. Condicao deNdo-Negatividade

Em programacao linear, uma restricdo sempre existente (mas implicita) € a de que as
variaveis de decisdo ndao podassumir valores negativossb faz todo o sentido do mundo,
uma vez que as variaveis de decisdo pratcaensempre indicam quantidades. e quantidades
negativas nao fazem sentido.rResta razdo, podemos semjmeluir estas restricdes ao
modelo:

X, Y0
X {0
X; 0

Ficando assim, o modelo final:

[MIN] X1 * p1 + % * p2 + X * p3
SA X+X+X950

X, 70

X, 0

X; 0

2.2. ModelagemExemplo

Problema (extraido de MOREIRA, 2006):

Uma fabrica produz dois produtos, A e Bada um deve s@rocessado por duas
maquinas, M e M,. Devido a programacédo de outro®quitos que também usam estas
maquinas, estdo disponivgiara os produtos A e B apenas 24 horas da maquira 18
horas da maquina M

Para produzir uma unidade do produto A s&cessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir amnidade do produto B, séecessérias 6 horas em &2 horas
em M,. Cada unidade de A vendidara um lucro de R$ 80,@cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdo de demanda méx de 3 unidades pa B, mas nenhuma
restricio de demanda para Deseja-se saber: quanfwoduzir de cada produto para
maximizar o lucro?
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Solucao

O primeiro passo que ailia

informacgdes. Por exemplo:

muito na solucdo, éazer um pequeno quadro de

Produto Horas de M, Horas deM, Demanda Max | Lucro Unitario
A 4 4 - 80
B 6 2 3 60
Horas Disp. 24 16 - -

Neste problema, o objetivoataro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma funcéo
objetivo de maximizacdo. Masmo podemos descrever esten¢do objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que cada unidadeAde B geram: se uma unidade de A for
vendida, o lucro sera de RP,00. Se uma unidade de B feendida, o lucro sera de R$
60,00. Se considerarmos o numero uhedades de A vendidas com@ 8 o nimero de
unidades de B vendidas comg godemos dizer que:

Lucro pelas vendas de A = 80 % x
Lucro pelas vendas de B = 60 & x

Lucro Total =80 * x + 60 * x5

Ora, essa €, entdo, nossa funcao olgiefda que queremos maxizar este lucro... E
Xa € X% SA0 as variaveis de decisdo. Adéa objetivo pode ser formalizada como:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x 5 + 60 * X3

Esta € a primeira parte do nosso modelo, emgainda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi repsentado podemos definir um ladnfinito, e na pratica isso
nao ocorre! Como contornar isso? Impondéragacdes que o préprio problema apresenta:

- Limitacao de Horas de M 24
- Limitagdo de Horas de M 16
- Limitagdo de Demanda paraB: 3

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Horas de M : 24

A méaquina M tera de ser compartilhada pelagucao de A e B, uma vez que ambos
a utilizam. Sabemos que cada unidadé geoduzida consome 4 horas de &Icada unidade
de B produzida consome 6 horas de Mra, se multiplicarmos o numero de unidades
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produzidas de A (¥ por 4, teremos 0 numero de horas deghe é gasto com producéo de A
e multiplicando o niumero de wades produzidas de BgJppor 6, teremos 0 numero de horas
de M, que é gasto com a producao de B:

Tempo de M gasto com producéo de A : A X
Tempo de M gasto com producéo de B : g X
Tempo total de M: 4* Xy +6*X

Mas a limitacdo de horas de, M 24 horas, ou seja, podemos usambl qualquer
namero de horas, desde que ele ndo excetlara4. Podemos escrews seguinte forma:

Tempo total de M=4 * x, + 6 * Xg
Tempo total de Mu 24

Juntando ambos...

4*xXy+6*x 024 <= Restricdo do numero de horas de M

Limitacdo de Horas de M, : 16

A maquina M também tera de ser compartilhgoida producéo de A e B. Sabemos
gue cada unidade de A prodilee consome 4 horas de,M cada unidade de B produzida
consome 2 horas de,MOra, se multiplicarmos o nimede unidades produzidas de A)Xx
por 4, teremos 0 numero de horas degue é gasto com producdo de A e multiplicando o
namero de unidadgsoduzidas de B &) por 2, teremos 0 nimero de horas degiike é gasto
com a producéo de B:

Tempo de M gasto com producéo de A : A X
Tempo de M gasto com producéo de B : g X
Tempo total de M: A* X+ 2% X

Mas a limitacdo de horas de,M 16 horas, ou seja, podemos usarmltr qualquer
namero de horas, desde que ele ndo excetlard8. Podemos escrewds seguinte forma:

Tempo total de M=4 * x, + 2 * X3
Tempo total de Mu 16

Juntando ambos...

4*xp+2*x 016 <= Restricdo do numero de horas de M
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Limitacdo de Demanda para B : 3

Em tese, podemos produzjualquer nimero de unidadale A e B, desde que
respeitemos o limite deoras disponivel em cada maquinatr&anto, nos foi fornecida uma
informacé&o adicional: a de que caso sejam prddszmais do que 3 unidades de B, as que
excederem este valor ndo serdo venditlhsdades n&do vendidasignificam custo para
produzir e nenhum lucro. Assim@o podemos deixar issooatecer, pois isso faria com que
o lucro da empresa fosse menor.

Para evitar este problema, bastaciatdar uma limitacdo a mais, indicando que
qualguer numero de unides produzidas de B gxé adequado, desde que ndo exceda 3.
Matematicamente:

Xg U 3 <= Restricdo de Demanda para B

Condicao deNao-Negatividade

Em programacdo linear, uma restricdo sempre implicita € a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir valnegativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo pcamente sempre indicam quiglades... e quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta raz&o uimbs duas restricdes no nosso modelo:

XA 70, %90 <= RestricOes de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a funcédo objetivo com todas atrighes, temos 0 moldematematico final
para nosso problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x 5 + 60 * X3

Restricdes:

4*X,+6*x 024 <= Restricdo do nimero de horas de M
4*Xp+2*x 016 <= Restricdo do nimero de horas de M
Xg U 3 <= Restricdo de Demanda para B
XaT10; %90 <= Restricbes de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisdo Sie %.
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3. Exercicios L1

1) Um navio tem um limitele transporte de 300rde carga ou 50t de carga. Ele sera
usado para transportar doipds de carga: a carga A € tsportada em unidades de 60m3,
gue pesam 1t. A carga B é tsportada em unidades de Z5m pesam 8t. O lucro pelo
transporte de cada unidade de A é R$ 150,00, ero helo transporte deada unidade de B €
de R$ 72,00. Deseja-se 0 modele programacdo linear com gse possa obter qual € a
melhor composicéo de carga@a obtencdo de maximo lucro.

2) Um computador (1) tem um limitde 4GB (considerado 1GB = 1000MB) de
memoria e seu usuario pode exctaté executar até 72 horaspdecessameatpor semana.
Todos os dados que serdogassados nestas 72 horas daase precisam ser carregados ao
mesmo tempo. Isso significa que tudo tem quesrcabs 4GB de memoria. Um cliente lhe
muitos pacotes de dados, gleatro tipos diferentes:

a) 10 pacotes que exigem 150 MB, laéhde processamento cada um, pagando R$
100,00 por unidade processada.

b) 25 pacotes que exigem 100 MB, 7 halasprocessameamtcada um, pagando R$
500,00 por unidade processada.

c) 3 pacotes que exigem 500 MB, 4 hodasprocessamemtcada um, pagando R$
350,00 por unidade processada.

d) 7 pacotes que exigem 350 MB, 10 hadasprocessamemtcada um, pagando R$
650,00 por unidade processada.

Deseja-e o modelo de programacéo lineaa plafinir quais pacotes serao processados
para que o maiducro seja obtido.

3) (livro) Uma empresa do ramo denfeccdes estd considerando quanto deve
produzir de seus doisadelos de terno, denominados ExesutVlaster e Caibem, de forma a
maximizar o lucro. E imposgl produzir quantose queira de cada um, pois existem
limitacbes nas horas disponiveis para cas&m maquina e acabamento manual. Para a
costura, existe um maximo de 180 horas-m@disponiveis e para o acabamento existe um
maximo de 240 homens-hora. Em termoduteo unitario e producéo, os dois modelos de
terno apresentam as seguintes caracteristicas:

a) Executivo Master

- Lucro unitario: R$ 120,00

- horas-méaquina de stura por unidade: 2

- homens-hora de acabamento por unidade: 2
b) Caibem

- Lucro unitario: R$ 70,00

- horas-méaquina de stura por unidade: 1

- homens-hora de acabamento por unidade: 4

Formule o problema como um modelo de programacéo linear.
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Notas da Aula 04: Resolucdo da L1
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Resolver a primeira lista de exaiok, treinando a concepg¢do de modelos
matematicos para programacao linear.

1. Solucao do Exercicio 1

Problema

1) Um navio tem um limite d#ansporte de 300m3 de carga 50t de carga. Ele sera
usado para transportar doipds de carga: a carga A é sportada em unidades de 60ma3,
que pesam 1t. A carga B é@isportada em unidades #8m3, e pesam 8t. O lucro pelo
transporte de cada unidade de A é R$ 150,00, ero helo transporte dmada unidade de B é
de R$ 72,00. Deseja-se o modele programacdo linear com gse possa obter qual é a
melhor composicao de carga@a obtencdo de maximo lucro.

Solucao

O primeiro passo que ailia muito na solucdo, éazer um pequeno quadro de
informacgdes. Por exemplo:

Carga Volume Peso Lucro Unitario
A 60 1 150
B 25 8 72
Disponivel 300 50 -

Neste problema, o objetivoataro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma funcéo
objetivo de maximizacdo. Masmo podemos descrever esten¢do objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que o transporte cadalade de A e B gema se uma unidade de
A for transportada, o lucro sedg R$ 150,00. Se uma unidadeBléor transportada, o lucro
sera de R$ 72,00. Se consatenos o numero de unidades Aldransportadas coma,>e o
namero de unidades detinsportadas comagxpodemos dizer que:

Lucro pelo transporte de A = 150 % x
Lucro pelo transporte de B = 72 § x

Lucro Total =150 * x + 72 * x5

Ora, essa €, entdo, nossa funcao olgiefda que queremos maxizar este lucro... E
Xa € X% SA0 as variaveis de decisdo. Adéa objetivo pode ser formalizada como:
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Funcéo Objetivo:
[MAX] 150 * xp + 72 * x5

Esta é a primeira parte do nosso modelo, @@asinda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi repsentado podemos definir um ladnfinito, e na pratica isso

nao ocorre! Como contornar isso? Impondbragacées que o proprio problema apresenta:

- Limitacdo de Volume : 300
- Limitacdo de Peso : 50

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Volume: 300

O volume sera compartilhado pelas cargas A e B, uma vez que ambos terdo de ser
colocados no mesmo navio. Sabemos que gaidizde de A tramp®rtada ocupa 60 he cada
unidade de B trap®rtada ocupa 25 inOra, se multiplicarmos o nimero de unidades
transportadas de A {xpor 60, teremos o volume totalupado pela carga A e multiplicando
0 numero de unidadesatrsportadas de B {xpor 25, teremos o0 vaine total ocupado pela
carga B:

Volume total dacarga A: 60 *x
Volume total dacargaB: 25 %X
Volume total ocupado : 60 *+ 25 * X3

Mas a limitacdo de volume é 30C°,nou seja, podemos wgar qualquer volume,
desde que ndo exceda 300 Rodemos escrevessio da seguinte forma:

Volume total ocupado = 60 *+ 25 * X
Volume permitidal 300

Juntando ambos...

60 * xa + 25 * % 11 300 <= Restricdo de volume

Limitacao de Peso: 50

O peso das cargas A e B também se somam para o calculo do peso total, ja que as
cargas vao no mesmo navio. Sabs que cada unidade de Arsportada pesa 1t e cada
unidade de B transportada ocupa 8t. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades
transportadas de A {xpor 1, teremos o peso total darga A e multiplicando o nimero de
unidades transptadas de B @ por 8, teremos o pegotal da carga B:

Peso total da carga A : 1%ix
Peso total da carga B : 8%x
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Peso total : 1*x+8*xs

Mas a limitacao de peso é 50t, ou seja, 0 peisd de nossa oga pode ser qualquer
um, desde que ndo exceda 50t. Podessosever isso da seguinte forma:

Peso total =1 * X+ 8 * xg
Peso permitidai 50

Juntando ambos...

1*X,+8*x 050 <= Restricdo de peso

Condicao deNdo-Negatividade

Em programacéo linear, uma restricdo sempre implicita € a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir yabnegativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo pcamente sempre indicam qualades... e quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta raz&o umbs duas restricbes no nosso modelo:

XaT10; %90 <= Restricbes de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a fun¢éo objetivo com todas asrighes, temos o moldematematico final
para nosso problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 150 * xp + 72 * x5

Restricoes:

60 * xo + 25 * x5 U 300 <= Restricdo de volume
1*Xp+8*x 050 <= Restricdo de peso

XA 70, %90 <= RestricOes de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisdo sie %.
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2. Solucdo do Exercicio 2

Problema

2) Um computador (1) tem um limitde 4GB (considerado 1GB = 1000MB) de
memoaria e seu usuario pode exctaté executar até 72 horaspdecessameatpor semana.
Todos os dados que serdogassados nestas 72 horas daase precisam ser carregados ao
mesmo tempo. Isso significa que tudo tem quesrcabs 4GB de memodria. Um cliente Ihe
muitos pacotes de dados, gleatro tipos diferentes:

a) 10 pacotes que exigem 150 MB, l&hde processamento cada um, pagando R$
100,00 por unidade processada.

b) 25 pacotes que exigem 100 MB, 7 halasprocessameamtcada um, pagando R$
500,00 por unidade processada.

c) 3 pacotes que exigem 500 MB, 4 hodasprocessamemtcada um, pagando R$
350,00 por unidade processada.

d) 7 pacotes que exigem 350 MB, 10 hadasprocessamemtcada um, pagando R$
650,00 por unidade processada.

Deseja-e o modelo de programacéo lineaa plafinir quais pacotes serao processados
para que o maiducro seja obtido.

Solucédo

O primeiro passo que aili® muito na solucdo, déazer um pequeno quadro de
informacdes. Por exemplo:

Pacote memoria | horas de proc. | lucro unitaro | Pacotes disponiveis
(MB) (h) (R$)
A 150 1 100 10
B 100 7 500 25
C 500 4 350 3
D 350 10 650 7
Disponivel 4,000 72 - -

Neste problema, o objetivoataro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma funcéo
objetivo de maximizacdo. Mas mo podemos descrever estam¢ao objetivo em termos do
gue temos?

Ora, temos o lucro que o meEssamento de cada pacote A, B, C, D e E geram: se uma
unidade de A for processadalucro sera de R$ 100,00. Seaiomidade de B for vendida, o
lucro sera de R$ 500,00... e asgiar diante. Se considerarsno numero de unidades de A,

B, C e D processadas comg Xg, Xc € % respectivamente, podemos dizer que:

Lucro pelo processamentle unidades A = 100 *x
Lucro pelo processamentle unidades B = 500 %X
Lucro pelo processamentle unidades C = 350 %X
Lucro pelo processamentle unidades D = 650 *x
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Assim, o lucro total sera:
Lucro Total =100 * x + 500 * % + 350 * % + 650 * %,

Ora, essa €, entdo, nossa funcao olgjejd que queremos maxizar este lucro... E
Xa, X8, Xc € % S&0 as variaveis de decisdo. Adéao objetivo pode ser formalizada como:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * % + 350 * % + 650 * %

Esta é a primeira parte do nosso modelo, @@sinda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi repgentado podemos definir um ladnfinito, e na pratica isso
nao ocorre! Como contornar isso? Impondbtragacées que o proprio problema apresenta:

- Limitacdo de Meméria: 4000
- Limitacdo de Horas : 72

- Limitacdo de Unidades A: 10

- Limitag&do de Unidades B: 25

- Limitacdo de Unidades C: 3

- Limitacdo de Unidades D: 7

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacdo de Memoria: 4000

A memoria sera compartilhada por todogasotes a serem messados nas 72 horas.
Assim, precisamos expressacansumo de memoria atravdas varidveis de decisag, Xs,
Xc € %. Sabemos que cada unidade de A,g@mplo, consome 150MB de memoria. Cada
unidade de C, por exemplo, consome 500MBrandria. Ora, se multiplicarmos o numero
de unidades processadde A, B, C e D (¥ Xs, Xc € %) pelo seu consumo de memoria
respectivo, teremos quanta memads pacotes de um deteramio tipo consumiram no total:

Memoaria consumida por pacotes A: 150,* X
Memaria consumida por pacotes B: 100:* x
Memodria consumida por pacotes C: 500:* x
Memaria consumida por pacotes D: 350:* x
Memoria consumida total: 150 %X 100 * % + 500 * x. + 350 * %

Mas a limitacdo de memoria total é 40@Q seja, podemosonsumir qualquer
quantidade de memoria, desde que ndo exeD0. Podemos escrever isso da seguinte
forma:

Memoria total necessaria: 150 £ % 100 * x + 500 * % + 350 * %
Memodria total disponivel: 4000
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Juntando ambos...

150 * x4 + 100 * % + 500 * x. + 350 * % 1 4000 <= Restricdo de Memodria

Limitacdo de Horas : 72

As horas serdo gastar por todos os msamentos (de pacotes A, B, C e D), sendo
eles executados sequencialneerffabemos que cada unidatke A processada consome 1
hora e cada unidade de D processada consome 10 horas, por exemplo. Ora, se multiplicarmos
0 numero de unidades prasadas de A, B, C e DX, Xc € %) pelo seu consumo de horas
respectivo, teremos o numerolitras consumidas no tbtkevido ao processamento:

Horas consumidas por pacotes A:  1,* x

Horas consumidas por pacotes B:  7%&* X

Horas consumidas por pacotes C:  4* x

Horas consumidas por pacotes D:  1Q* x

Horas consumidas total: 1 5% 7 * Xg + 4 * Xc + 10 * %

Mas a limitacdo de horas é de 72, ou,sp@emos consumir qualquer numero de
horas, desde que ndo exceda 72. Podeswsver isso da seguinte forma:

Horas necessarias: 1 X% 7 *xg + 4 * X+ 10 * X%
Horas disponiveis: 72

Juntando ambos...

1*Xa+ 7 X +4* % +10* % 072 <= Restricdo de Horas

Limitacdo de Unidades A, B, Ce D: 10, 25, 3, 7 (respectivamente)

Além das restricbes de hora e memoria, temos também algumas restricbes na
quantidade maxima de cadadide unidade que podem seogassados. Por exemplo: sé
existem 10 unidades A para gsar@rocessadas; nao faz sdatconsiderar o processamento
de uma décima primeira unia A. Assim, podemos dizegue o numero de unidades
processadas de A, B, C e D (xs, Xc € %) deve ser inferior owgual ao nimero de unidades
disponiveis:

Xa U 10 <= Restricdo de Unidades A
Xg U 25 <= Restricdo de Unidades B
Xc U3 <= Restricao de Unidades C

Xp U7 <= Restricdo de Unidades D
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Condicao deNao-Negatividade

Em programacdo linear, uma restricdo sempre implicita € a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir vanegativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo pcamente sempre indicam quiglades... e quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao, iimehs quatro restricGes no nosso modelo:

XaT0; % 710;%xT10;%10 <= N&o-negatividade

Modelo Final

Juntando a fun¢éo objetivo com todas asrigbes, temos o moldematematico final
para nosso problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * % + 350 * x + 650 * %

Restricoes:

150 * x5y + 100 * % + 500 * . + 350 * % 14000 <= Restricdo de Memoéria
1* X0+ 7 X +4*X+10*x 072 <= Restricdo de Horas

Xa U 10 <= Restricdo de Unidades A
Xg U 25 <= Restricdo de Unidades B
Xc U3 <= Restricao de Unidades C
Xp U7 <= Restricdo de Unidades D
Xn 10, %0, %xT0;%T0 <= N&o-negatividade

Onde as variaveis de decisdo Sgoxy, Xc € %.
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3. Solucao do Exercicio 3

Problema

3) (livro) Uma empresa do ramo denfeccdes estd considerando quanto deve
produzir de seus doisadelos de terno, denominados ExesutVlaster e Caibem, de forma a
maximizar o lucro. E imposg#l produzir quantose queira de cada um, pois existem
limitacGes nas horas disponiveis para cas&m maquina e acabamento manual. Para a
costura, existe um maximo de 180 horas-m@disponiveis e para 0 acabamento existe um
maximo de 240 homens-hora. Em termoduteo unitario e producéo, os dois modelos de
terno apresentam as seguintes caracteristicas:

a) Executivo Master
- Lucro unitario: R$ 120,00
- horas-méaquina de stura por unidade: 2
- homens-hora de acabamento por unidade: 2
b) Caibem
- Lucro unitario: R$ 70,00
- horas-méaquina de stura por unidade: 1
- homens-hora de acabamento por unidade: 4
Formule o problema como um modelo de programacgéo linear.

Solucédo

O primeiro passo que aili® muito na solucdo, déazer um pequeno quadro de
informacdes. Por exemplo:

Terno horas-maquina homens-hora Lucro Unitario
Executivo Master 2 2 120
Caibem 1 4 70
Disponivel 180 240 -

Neste problema, o objetivoataro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma funcéo
objetivo de maximizacdo. Mas mo podemos descrever estam¢ao objetivo em termos do
gque temos?

Ora, temos o lucro que a venda de cada Executivo Master (EM) e Caibem (C) geram:
se uma unidade de EM for vendida, o luseya de R$ 120,00. Se amunidade de C for
vendida, o lucro sera dB$ 70,00. Se considerarmos miimero de unidades de EM
transportadas comax e o nimero de unidades @etransportadas com@,Xpodemos dizer
que:

Lucro pela venda de EM = 120 {x
Lucro pela venda de C =70 ¢ x

Lucro Total =120 * ¥y + 70 * X
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Ora, essa €, entdo, nossa funcao olgejd que queremos maxizar este lucro... E
Xem € X Sa0 as variaveis de decisdao. Adaa objetivo pode ser formalizada como:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 120 * Xgy + 70 * X

Esta é a primeira parte do nosso modelo, @@asinda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi repgentado podemos definir um ladnfinito, e na pratica isso
nao ocorre! Como contornar isso? Impondbtragacées que o proprio problema apresenta:

- Limitacdo de Horas-Maquina : 180
- Limitagdo de Homens-Hora : 240

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacdo de Horas-Maquina : 180

As horas-maquina serdo compartilhadas petalucéo dos ternos EM e C. Sabemos
gue cada unidade de EM produzida gasta 2dioraquina e cada unidade de C produzida
gasta 1 hora-maquina. Ora,meeltiplicarmos o nimero de ulddes produzidas de EM:(
por 2, teremos 0 humero de horas-maquina consumidas pela producdo de EM e multiplicando
0 numero de unidadgwoduzidas de C ¢ por 1, teremos o niumero de horas-maquina
consumidas pela producéo de C:

Horas-maquina gastos por EM : 22X
Horas-méaquina gastos por C : 1Fx
Horas-maquina gastas : 255+ 1* X

Mas a limitacdo de horas-maquina é de D80seja, podemos gastqualquer niamero
de horas-maquina, desde que ndo exceda b8@nkos escrever isso da seguinte forma:

Horas-maquina necessarias = 25 % 1 * Xc
Horas-maquina disponiveis180

Juntando ambos...
2*Xem + 1 * %0 180 <= Restricdo de horas-maquina

Limitacdo de Homens-Hora : 240

Os homens-hora serédo contphados pela producdo daernos EM e C. Sabemos
gue cada unidade de EM produzida gasta 2emsamora e cada unidade de C produzida gasta
4 homens-hora. Ora, se multiplicarmoslonero de unidades produzidas de EMy)Jpor 2,
teremos o numero de homensd®riconsumidos pela producdo de EM e multiplicando o
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namero de unidadeproduzidas de C ¢ por 4, teremos o numero de homens-hora
consumidas pela producéo de C:

Homens-hora gastos por EM : 25X
Homens-hora gastos por C : & X
Homens-hora gastos : 28K+ 47 X

Mas a limitacdo de homens-hora é de 240saja, podemos gastqualquer nimero
de homens-hora, desde que ndo exceda 2¢&nfos escrever isso da seguinte forma:

Homens-horas necessarios = 25 % 4 * Xc
Homens-horas disponiveis240

Juntando ambos...

2 * Xem + 4 * % U 240 <= Restricdo de homens-hora

Condicao deNao-Negatividade

Em programacdo linear, uma restricdo sempre implicita € a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir valnegativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo pcamente sempre indicam quiglades... e quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao uimbs duas restricdes no nosso modelo:

Xem 1 0; x 10 <= RestricOes de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a funcédo objetivo com todas atrighes, temos 0 moldematematico final
para nosso problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 120 * Xgy + 70 * X

Restricoes:

2*Xem +1* %0180 <= Restri¢do de horas-maquina

2 * Xem + 4 * xc U 240 <= Restricdo de homens-hora

Xem 10; % 9 0 <= Restricbes de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisdo sapex.
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Notas da Aula 05: Motivacdo: Solucao Gréfica de Problemas
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar graficamente a solucdo de um problema de programacao linear.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutorio . Ed. Pioneira, 2007.

Introducao

Apesar de ndo ser qualgugro de problema de progragéo linear que permite uma
solucao grafica, alguns deles permitem epaesentacdo deste tipo de solucdo pode ser
bastante positivo para a compreensédo dos gmud em si, da modelagem matematica e até
mesmo o funcionamento do algoritmo Simplex que seréa apresentado nas préximas aulas.

Com este objetivo, esta awdara devotada a resoluggiéfica de um dos problemas

apresentados na segunda aBldicionalmente serdo feitos alguosmentarios com relacdo a
andlise dos resultados obtidos.

1. A Modelageme Solucdo

Problema (extraido de MOREIRA, 2006):

Uma fabrica produz dois produtos, A e ®ada um deve s@rocessado por duas
maquinas, M e M,. Devido a programacdo de outro®gutos que também usam estas
maquinas, estdo disponivgiara os produtos A e B apenas 24 horas da maquira 18
horas da maquinaM

Para produzir uma unidade do produto Ay s&cessdrias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir amnidade do produto B, séecessérias 6 horas em &2 horas
em M,. Cada unidade de A vendidara um lucro de R$ 80,@cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdo de demanda méx de 3 unidades pa B, mas nenhuma
restricdo de demanda parfa Deseja-se saber. quanfwoduzir de cada produto para
maximizar o lucro?

Modelo Final

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x o + 60 * x5

Sujeito a:

4*X,+6*x 024 <= Restricdo do nimero de horas de M
4*X,+2*x 016 <= Restricdo do nimero de horas de M
Xg U 3 <= Restricdo de Demanda para B
XaT10; %90 <= Restricbes de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisdo Sie %.
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1.1. Solucdo Grafica

Sempre que um problema de programacédo linear tiver apenas duas variaveis, sera
possivel resolvé-lo graficamien Embora ndo seja a forma imaapida de resolver um
problema e seja um tanto limita, € uma maneira interessadie entender o mecanismo de
solucédo de problemas de programacéo linear.

A idéia por trds da solucdo grafica é delimitar a &rea em que todas as solucdes
possiveis se encontram e entdo buscar, neste espaco - claspago de Solucdes a
melhor solucéo possivel.

Bem, se o desejado é encontrar as solugbssiveise 0 que limita as solucdes sdo as
restricbes entdo iremos usar estas Ultimas para delimitar o0 espaco de solucdes possiveis.
Vejamos em mais detalhe as restricoes:

4*xXy+6*x 024 <= Restricdo do numero de horas de M
4*xy+2*x 016 <= Restricdo do numero de horas de M
xg U3 <= Restricdo de Demanda para B

XA 70, %90 <= RestricOes de ndo-negatividade

O primeiro passo é desenhan plano cartesiano, ondeimnos tracar, uma a uma, as
areas representadas pelas inequacdes:




Introducado a Pesquisa Operacional
Segundo Semestre de 2007

Agora, tracemos a reta equivalente a primeira restricao  4+*6x* xg U 24, que € a
reta 4 * % + 6 * xg = 24. A tabela para esta construcéao é:

X (Xa) Y (Xg)
0 6
4 0

Tracando esta reteo grafico, temos:

Entretanto, ndo se trata de uma equacdo (que da a reta) e simidequagdq que
delimita um plano. A represe@ao para a inequacao 45«6 * xg U 24 €, entdo:
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Agora, vamos tracar a equacaaosbnada a segunda restricao, 4a*x2 * Xz U 16,
no mesmo gréfico que foi tracada a reta amteRara facilitar a gualizacdo, foi eliminado
temporariamente o preenchimemta area na proxima figura.

Entretanto, mais uma vez ndo se trata de uma equacéao e sim dequagaq que
delimita um plano. A represettao para a inequacgao 4.2 * Xz U 16 é, entdo:
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Entretanto, note que uma parte da area permitida pela Restricdo 2 ndo € permitira pela
Restricdo 1 (area acima da reta da restricAo 1 e abaixo da restricdo 2). Assim, a area
permissivel pelagiuas restricdes sera representadapréxima figura, mostrando como
acrescentar a restricaoeéuziu o espaco de solucgdes:

A terceira restricdo € mais simples: ik 3. A equacao associada é x = 3, que sera
representada na préxima figura:
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E na proxima figura, serd& marcada a area permissivel apenas pela restricao 3,
ignorando as outras duas restricoes:

E agora, marcando apenas a area pewmissio mesmo tempo por todas as trés
restricoes:

Entretanto, € possivel observar que a &sé se estendendo pegides negativas
tanto no eixo X (x) quanto no eixo Y @. Isto esta incorreto, ja que temos duas restricbes
adicionais: as restricOele nao negatividadexf 0; s T O.
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No préximo grafico estdo tracadas as re8es de ndo-negatividade e a area final ja
esta delimitada:

Bem, assim temos delimitada toda a regido de solucdes possiveis. Mas qual delas esta
correta? Bem, neste momento convémesg@ntar uma imptante propriedade:

"A solucdo 6tima de um problema esta em um dos pontos extremos da regido
permissivel"

Em outras palavras, a solucdo 6tima esta em um dos "cantos" do espaco de solucdes
possiveis. A tabela abaixo apresenta osrdoge pontos extremos do grafico acima. Sua
determinacdao é feita através das equacdes @asgee se cruzam para formar cada um deles:

Ponto Xa Xg Funcéo Objetivo:
Extremo 80*X, + 60*Xg
1 0 0 0
2 4 0 320
3 3 2 360
4 1.5 3 300
5 0 3 180

Pelos valores calculados para a funcéaetol), é possivel ver que o ponto extremo 3
(xa = 3 e % = 2) tem a melhor solucao pois maxaaio lucro. Entretanto, esta ndo é a unic
aforma de verificar a melh@olucao. Pelo préprio gréafiod possivel avaliar qual é o ponto
extremo da melhor solugéo, se plotarmos a familia de retas representada pela funcéo objetivo.
Por exemplo:80*x, + 60*xg = 0, 80*x, + 60*xz = 18Q.. e assim por diante, até
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encontrarmos o ultimo ponto da figura que a detduncéo objetivo toca, como indicado na
figura a segquir.

2. Andlises Possiveis

Através da representacdo grafica gosblemas, podemos vicar porque algumas
solu¢des indesejadgsodem ocorrer. A seguir analisa@snalgumas destas situagdes e
também veremos um pouco sobre o §uana "analise de sensibilidade".

2.1. RestricOes Incompativeis

Em alguns problemas podemos néao ter soladgiama (solucdo impossivel), fato este
causado por incompatibilidade entre as restricdes. Por exemplo:

[MAX] 1*x + 2%y

Sujeito a: X 4
yT1s
yu3

Certamente temos um problema aquindo pode ser, a0 mesmo tempo, maior ou
igual a cinco e menor ou igual a trés. Entrietaa incompatibilidade nem sempre € tao 6bvia.
E possivel observar no grafico a seguir como esta incompatibilidade de fato existe. Estdo
pintadas as areas permissivaigartir de cada restricdo: note como ndo ha nenhuma area que
atenda simultaneamente as trés restricoes.
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Como ndo had nenhum ponto extremo que ebads trés restried, este problema é
de solucado impossivel.

2.2. Solucado sem Fronteiras

Se temos um problema coro@presentado a seguir:
[MAX] 1*x + 2*y

Sujeito a: x7 4
yT1s

Temos um problema chamado "Solucdo sem Fronteiras". O que isto significa? Que
nao ha um maximo definido para a funcao taje ela pode ser tdo grde quanto se deseje,
ja que seu valor aumenta com o crescimento de X e Y e ambos tém seu maximo ilimitado.

No grafico a sequir, esta situacao é regméada, valendo a penatar que as regides
sombreadas ndo se limitam & area apresergattadendo-se infinitami para cima e para
a direita. Por esta razdo, napassivel identificar o ponto eetmo de maximo, que se daria
justamente quando X e Y tiverem o valor infiniNote que este é um problema que fere um
dos principios da programacéao linear, que s&we, obviamente, para resolver problemas
ilimitados como o apresentado pelo modelo mateméatico acima representado.

-
(=]

= M W A W D N D
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2.3. Restricdes Redundantes

Se temos um problema coro@presentado a seguir:
[MAX] 1*x + 2*y

Sujeito a: X 4
yub5
yu3

Temos o0 que chamaos de restricbedumelantes, no caso, para a variavel Y. A
restricdo yu 3 claramente ja "inclui" a restricdoly5, uma vez que se iy3 for respeitada,y
U 5 também sempre o sera.

A representacao deste probkeram grafico pode ser vislizada na préxima figura.
Convém observar, entretanto, que este ndo épuablema" em si, jA que ndo atrapalha a
solucéo do problema de programacéo linear.

E interessante, porém, eliminar as resagzedundantes que isientifique, a fim de
simplificar o problema matematico a ser resolvido.

2.4. Solucdes Alternativas

Em alguns problemas é impossivel determimarunico ponto de extremo que seja a
solucao Otima. isso ocorre na situacdo em gueta que representa a funcdo objetivo é
paralela a uma das restricdes. Por exemplo:
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[MAX] 1*y

Sujeito a: X 4
yub

A representacdo grafica agsgr mostra que, quando a reta funcéo objetivo toca o
extremo da area de solucdes possiveis, uymeeto de reta inteiro fica marcado (e nao
apenas um ponto). Por esta razao, existemitaiisolucdes Otimas pagate problema, sendo
qualguer uma delas aceitdde acordo com o modetnatematico apresentado.

2.5. Andlise de Sensibilidade

Normalmente, quando obtemos uma solugéima para um problema, temos uma
preocupacdo adicional: a solucdo encontradaisglementada na pratica. Bem, mas por que
razao isso é um problema?

Bem, ocorre que alguns ndanetros que especificamo® modelo podem nao ser
muito precisos. Por exemplo, no exerciciseapntado, o niumero dwras disponiveis da
Maquina 1 foi apresentado como sendo Has. Mas o que ocorreria se, por algum
problema, ficassem disponiveis apenas 2&daa maquina M1? Isso mudaria muito a
solucao? Qual seria esta mnda? Teriamos que reprogranaar operacdes para maximizar
lucro?

Da mesma forma, uma engsa concorrente poderia coém no mercado um produto
similar ao nosso, fazendo com que o precardale nossos produtos caisse. Neste caso, sera
gue a operacao da nossa fabrica precisa seistadf? Até que valor seria possivel abaixar o
preco de nosso produto sem a necessidadsdterar a programacéao de producao?
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Estas andlises podem ser feitambém com andlises gcéfs. Entretanto, deixaremos
este tipo de analise maisrpao futuro, quando a modelageamo processo de solucédo de
problemas ja for melhor compreendido por todos.

3. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 06: Mdelagem na Forma Padr para o Simplex
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar as modificacdes na modelagem matematica necessarias para a
especificagdo de um modelo na forma padrao.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutoério . [S.L.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

A solucéo grafica para problemas de programacéo linear, vista nas aulas anteriores, €
bastante elucidativa. Entretanto, € uma forma desajeitada de resolver problemas, além de se
tornar complexa ou impossivel de ser apligaala problemas com maie duas variaveis de
decisao.

Uma forma alternativa é o uso do Métodm@ex para a resolucao dos problemas de
programacao linear. O Método Simplex € mmétodo sistemético, baseado em tanleay
onde indicamos todos os dadtis problema e, realizando algasoperacdes, encontramos a
solucéo otima.

Embora o Simplex use calculos bastante Empsua sequénci bastante tediosa.
Esta caracteristica faz com que seja interessante criar programas para resolver problemas pelo
Método Simplex. Entretanto, é necessario iaqhee todos os passos do Simplex, verificando
suas gqualidades e quando surgem problep@ssibilitando uma correta interpretacdo dos
resultados quando a solucéo por enaad por meio de um software.

Porém, apesar de termos visto, nas sa@ateriores, a maneira de converter um
problema real em um modelmatematico, taignodelos ainda naestdo corrretamente
preparados para sua resolucdo pelo Simplex. Para que o modelo mamtematico se adapte as
necessidades do Simplex, ainda precisamos fazer algumas modificacbes em sua forma, sem
alterar o seu significado matético. A forma final, prontpara o Simplex, é chamada de
Forma Padrao.

1. Requisitos doSimplex para a Modelagem

O primeiro problema que tem®s ao pensar em usar Simplex € que o Método
Simplex faz algumas exigénciasm relacdo aos dados; enp@sal, para que o método seja
iniciado, precisamos encontrar uma solugaial que seja pssivel. A forma como
encontraremos essa solucao implicard em algumas mudancas nas restricoes.
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Adicionalmente, o Método Simplex ige que ndo tenhamos qualquer tipo de
inequacdes como restricdes (conou ), apenas equacdes comestricoes (com sinal =).
Apesar de isso parecer restritivo, ref@os truques que peitem fazer com que
transformemos as inequacdes em equag@s mudarmos sesignificado matematico.
Veremos neste aula como lidar com restricées daitpem aulas posteriores analisaremos o
caso das restricoés além de vermos que mesmo asrigdes de igualdade precisardo de um
pequeno ajuste.

Além disso, todas as vaxeis do problema precisam estar presentes em todas as
restricdes e na funcéo objetivo. Como ja vémisso nem sempre ace "naturalmente”, ja
que freqientemente algumas rigsies envolvem apenas uroa duas variaveis. Neste caso,
também a solucdo serd simples e nada seodificado no sigficado matematico das
restricoes.

Uma outra restricdo é queemhum lado direito" as regtiies seja menor que zero. O
que € o "lado direito" de uma rasfio? Simples: se movermaxias as variaveis para o lado
esquerdo, e todos os numeramstantes para o lado direitem geral termos um ndmero
(uma constante) solitaria do lado direito. Isto € que chamamos de "lado direito".

Xa+tXge+ 7=y +Vs

Xa+Xg-Ya-Ys=-7

Neste caso, "-7" € o lado direito... e, nestso, ele esta melhor que zero. O Simplex
nao aceita uma restricdo nesta forma e, ipgD, veremos uma maneira de corrigir este
problema, sem alterar o sigeifido matematico da restricao.

Finalmente, algo que ndo faz parte darrffa padrdao”, mas que também € uma
modificacdo dos dados do modelo (sem alterar seu significado matemético), € a
transformacdo de uma "minimizacdo" em "in@xacdo". Isso é Util para que possamos
aprender apenas o Método Simplex paraximaar e, sempre que encontrarmos um
problema de "minimizag&ao” o transformaremosproblema de "maximizacao” equivalente.
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2. A Modelagem

Voltando ao Problemaextraido de MOREIRA (2006):

Uma fabrica produz dois produtos, A e Bada um deve s@rocessado por duas
maquinas, M e M,. Devido a programacdo de outro®dutos que também usam estas
maquinas, estdo disponivgiara os produtos A e B apenas 24 horas da maquira 18
horas da maquina M

Para produzir uma unidade do produto A s&cessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir amnidade do produto B, séecessarias 6 horas em &2 horas
em M,. Cada unidade de A vendidara um lucro de R$ 80,@cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdo de demanda méx de 3 unidades pa B, mas nenhuma
restricio de demanda para Deseja-se saber: quanfwoduzir de cada produto para
maximizar o lucro?

Modelo Final

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x 5 + 60 * X3

Sujeito a:

4*Xy+6*x 024 <= Restricdo do numero de horas de M
4*xp+2*x 016 <= Restricdo do numero de horas de M
1*xg03 <= Restricdo de Demanda para B

as variaveis de decisdo sdp & % e aqui ndo iremos mais representar as restricdes de
nao-negatividade, porqueaslsdo implicitas no Simplex.

2.1. Resolvendo o Problema das Inequacdes

O que devemos fazer paraménar as desigualdades, nestaso? Uma coisa € certa:
ndo podemos fazer isso:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x o + 60 * x5

Sujeito aRESTRICOES INCORRETAS!):

4* X, +6*x=24 <= Restri¢cdo do numero de horas de M
4*xXp+2*x=16 <= Restricdo do numero de horas de M
1*x3=3 <= Restricdo de Demanda para B

Simplesmente porque, se isgsse feito, estariamasodificando o modelo de uma
forma quemodifica o problema a ser resolvido. Em muitos c&s se fizéssemos o que foi
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indicado acima, o problema seraté mesmo insoluvel. Suponhamos, por exemplo, que a
solucéo 6tima do problema original fossgX e %x=2. Neste caso, pela restricdo de hora de
M, teriamos:

A*Xpa+6*X=24 => 4*2+6*2=24 => 8+12=24 => 20=241?!

Nao! 20 g 24! Como resolver a questdo, ent®o8olucdo € usar um pequeno truque:
acrescentar uma variavel a mais em cada restricao:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x 5 + 60 * X3

Sujeito a:

A*Xa+6* X+ 1*%X5;,=24 <= Restricdo do numero de horas de M
4*Xa+2*% % +1*Xs,=16 <= Restri¢cdo do numero de horas de M
1*xg+1*X53=3 <= Restricdo de Demanda para B

Observemos agora que, mesmo com malside igual (=), ndo estamos mais
restringindo as solucdes. Por exemplopanhamos novamente que a solucdo 6tima do
problema original fosse,x2 e %»=2.

Agora, pela restricdo de horas detieremos:

4*Xa+6*xg+1*x:=24 <= Restri¢cdo do numero de horas de M
4*%2+6*2+1*%, =24

8+12+x,=24

20 + %, =24

Xs1 =24 - 20

Xs1=4

Ou seja, na nossalagdo suposta Otima,x2 e %=2 implicou em um ¥ = 4, mas a
solucao voltou a ser possivainda que tenhamos um sinal ideal. Mas o que representa
esta variavel % ? Ora, ela representa o niumero de horasgoaram da maquind;. Xs; &
chamada umuaariavel de folga Folga, em inglés, é Slad#ai o indice S na variavel.

Repare, também, como as variaveis de folga também precisam obedecer as restricdes
de ndo-negatividade, @fue nao faz sentido sobrafd0 horas" da maquina {Mpor exemplo.
Repare que o raciocinio todaima pode ser realizado pas outras restricdes, envolvendo

Xs2 € Xs3.
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2.2. Resolvendo o Problema das Variavelsaltantes

Este problema é bem mais facil de ser resolvido: basta pegar o modelo matemético e
acrescentar em todas as variaveis faltantesasa equacdo com coeficiente zero. Assim, o
modelo que era:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x o + 60 * x5

Sujeito a:

4*Xa+6*xg+1*x:=24 <= Restri¢cdo do numero de horas de M
A*Xa+2*Xg+1*%X5,=16 <= Restricdo do numero de horas de M
1*Xg+1*Xs3=3 <= Restricdo de Demanda para B

Se torna:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * Xp +60* %+ 0 *Xs1+ 0 * Xs2+ 0 * Xs3

Sujeito a:

4% Xa+6*Xg+1* X1+ 0*Xso+ 0% Xs3= 24 <= Restricdo M
4*%Xa+2% X +0* X1+ 1 * X2+ 0 *Xs3=16 <= Restricao M
O*Xa+1* X +0* X1+ 0*¥Xo+1*Xs3=3 <= Restricdo B

2.3. Resolvendo o Problemde Lado Direito Negativo

Apesar de ndo ser o caso deste problemajthacées em que o lado direito de uma
restricdo aparece com um valor negativo. Céon@gor exemplo, apresentado anteriormente:

Xa+Xg-Ya-Ys=-7
O lado direito temo valor negativo-7, e isso ndo é aceitavel. Neste caso, basta
multiplicar a restricdo toda potl, invertendo todos os siisae tornando o lado direito

positivo:

[Xa+%-Ya-Yo=-T]* (1) => -X-Xe+Ya+ys=7

2.4. Transformando Problemas deMinimizacdo em Problemas de Maximizacao

Apesar de existir um procedimento de célculo Simplex para minimizar uma funcao
objetivo, isso implicaria o aprendizado deis procedimentos: o de maximizacdo e o de
minimizacdo. Para evitar estecanveniente, ha urftruque"” muito simfes que transforma
problemas de minimizacdo em maximizacao, aesimples multiplicacdo de toda a fungéo
objetivo por-1.
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Desta forma:
{ [MIN] XA +Xs-Ya-Yg }*(-1) => [MAX]-Xa-Xg+VYa+tys

Sendo ambos os problemas matematicanmemiesalentes (os \@ares calculados para
Xa, X8, Ya € & Seréo iguais para antas funcdes objetivo).

3. Solucoes Basicas e Ndo-Basicas: Encontrando uma Solucao Inicial

Retomemos 0 modelo matematico apresentado anteriormente:

Funcéo Objetivo:

[MAX] 80 *Xp+60*X% +0*Xs1+ 0 * X2+ 0 * Xs3

Sujeito a:

4*%Xpn+6*Xg+1* X1+ 0* X2+ 0 *Xs3=24 <= Restricao M
4% X +2 X +0* X1+ 1 %X+ 0% Xs3= 16 <= Restricdo M
O0*Xa+1* X +0* X1+ 0 X+ 1*X53=3 <= Restricdo B

Observando esta formaulacédo, € possivefigarique temos 5 incognitas e apenas 3
equacdes. Como temos maisdgnitas do que equacdes, o peolih € indeterminado, isto €,
nao € possivel determinar uma solucdo Unica para ele. Entretanéscolhermos duas
variaveis quaisquer e fixarmos seus valoregeremos entdo 3 equacbes e 3 incégnitas,
tornando-se um sistema deténado, possibilitando o calcuttas variaveis restantes.

Por facilidade nas contas, fixaremos os valores das duas variaveis escolhidas como
sendo 0 (zero). As variaveis escolhidas atidmente para tereseu valor definido como
zero formam o que chamamos'delucdo ndo-basica" e as variaveis restantes, cujos valores
foram calculados, formam a chamada "solugasica". Note que a solucdo basica definida
desta forma pode néo ser viavel, isto é,agsritar as restricépseviamente impostas.

Na aula anterior vimos a area déugbes possiveis para este problema:
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Ainda na aula anterior, vimos que a g@lo 6tima estava sempre num ponto extremo.
Assim, para verificar um rekado interessante, vamos analisarvalores das variaveis nos
pontos extremos, sendo o ponto A o ponto (0,88 pontos B, C, D e E sé&o seqglenciais, no
sentido horario:

Ponto Xa Xs Xs1 Xsz  Xs3
A 0 0 24 16 3
B 0 3 6 10 O
C 15 3 0 4 0
D 3 2 0 0 1
E 4 0 8 0 3

Observe que em todos os pontos extredsempre duas variaveis iguais a zero
E os pontos extremos também representatas as solucdes basicas possiveis

Assim, pode-se dizer, de forma genérigae sempre que tivermos um problema de

programacdao linear com incégnitas em equacles, em todos estremos da regido de
solucdes possiveis terem@sm) incognitas com valor igual a zero.

3.1. A Solucao Inicial

Como futuramente precisaremos encansampre uma solucdo inicial, convém
analisarmos como encontrar tal solugao inicial.

O primeiro aspecto € que nd@onvém que a solugdo initiseja complexa, o que a
tornaria de dificil calculo. E desejavel que a solucdo inicial seja a mais simples possivel.
Adicionalmente, se esta sQAD inicial puder ser similar patados os problemas, tanto
melhor.

Curiosamente, existe uma solucdo inicial que se encaixa em todas estas
caracteristicas. E € uma solucdo tdo simplesngum que a chamamos de "solucéo trivial":
se arbitrarmos que as varg@s de decisdo originais valeZERO, tornando-as variaveis
nao-basicas(fora da solucdo), teremos uma solug&ocalculo imediato para o problema.
Vejamos:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * Xp +60* x5+ 0 *Xs1+ 0 * Xs2+ 0 * Xs3

Sujeito a:

4% Xa+6*Xg+1* X1+ 0*Xso+ 0% Xg3= 24 <= Restricdo M
4*%Xa+2% X +0* X1+ 1 * X2+ 0 *Xs3=16 <= Restricao M
O*Xa+1* X +0* X1+ 0*¥Xo+1*Xs3=3 <= Restricéo B
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As variaveis de decisdo sdpex. Tornemo-as iguais a zerg; % X = 0.
Substituindo os valores dg g x has restricoes, teremos:

4*0+6*0+1*% +0*Xs,+0*%Xs3=24 <= Restricao M
4*0+2*0+0*%;+1* X2+ 0*X%Xs3=16 <= Restricdo M
0*0+1*0+0*% +0*Xso+1*Xs3=3 <= Restricdo B

Resolvendo os calculos, isso pade reescrito da seguinte forma:

0+0+x%,+0+0=24 <= Restricdo M
0+0+0+x%+0=16 <= Restricao M
0+0+0+0+x=3 <= Restricdo B

Ora, limpando este mantle zeros, teremos:

Xs1 = 24 <= Restricao M
Xs2 = 16 <= Restricdo M
Xs3= 3 <= Restricdo B

E, como haviamos arbitrado, x Xz = 0. Estes cinco valores compdem a solucéo
inicial (que, nomalmente, ndé uma solucao 6tima).

4. Exercicio L2

Sobre os problemas da L1 (disponiveis http:/www.caetano.eng.br/aulas/fb/IPO/ ,
no arquivo das aulas 2 e 3):

1. Coloque os trés problemas miadi®s na L1 na forma padréo.
2. Encontre as solucdes iniciais, varidvafisicas e ndo basicas para cada um deles.

Entrega na proximas aula. Valeta.

6. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 07: Mdelagem na Forma Padr para o Simplex
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Resolver a segunda lista de efeios, sedimentando o processo de
modelagem matematica.

Bibliografia:

- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutoério . [S.L.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Resolucdo do Exercicio L2

1. Coloque os trés problemas nuelados na L1 na forma padrao.

Problema 1
Modelagem originatlo primeiro problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 150 * xp + 72 * X5

Restricdes:
60 * xo + 25 * x5 U 300 <= Restricdo de volume
1*X,+8*x 050 <= Restricdo de peso

a) Eliminando as desigualdades das Restricdes

Como temos duas restricbes do tipo meoorigual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando variaveisalra em cada untas restrices:

60 * X5 + 25 * %3 U 300 => 60 * % +25* g + 1 * X5; = 300
1*x,+8*x3U50 => 1*X% +8*xg+1*X5,=50

Onde x; significa o volume nao utilizado do navio & & peso livre do navio.

b) Fazendo com que todas asagfies tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equacdemiaseis faltantes, com coeficiente zero:

[MAX]150 * x5 + 72 * Xg + 0*Xs1+ 0 * Xs2
6O*XA+ 25*)%"' 1* Xs1 O*XSZ = 300
1*XA+ 8*XB+ O*XS]_ 1*)(52 =50
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Problema 2
Modelagem original do segundo problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * % + 350 * % + 650 * %

Restricdes:

150 * x5y + 100 * % + 500 * . + 350 * % 14000 <= Restricdo de Memoéria
1* X+ 7 X +4*X+10*x 072 <= Restricdo de Horas

Xa U 10 <= Restricdo de Unidades A
Xg U 25 <= Restricdo de Unidades B
Xc U3 <= Restricao de Unidades C
Xp U7 <= Restricdo de Unidades D
Xn 10, %0, %xT0;%T0 <= N&o-negatividade

a) Eliminando as desigualdades das Restricdes

Como temos duas restricdes do tipo meoorigual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando variaveisalera em cada unaas restricoes:

150*x,+100*%g+500*Xx+350*%, U 4000 => 150*%+100*%g+500*Xc+350*Xp+Xs; = 4000

1 *Xa+ 7" X% +4" % +10* % 072 => 1%+ 7 *Xg+4* X+ 10 * X + Xsp = 72
1*XAUlO => 1*)%+X53:10
1*xg 25 => 1*% + x5,= 25
1*XCU3 => 1*)((:+XS5:3
1*xp07 => 1*% + Xs6= 7

Onde x significa 0 numero de pacatéd a serem processadog,stgnifica o nimero
de pacotes B a serem processadgsjgaifica o nimero de pacst€ a serem processados,
Xp Significa o niumero de patas D a serem processados.

b) Fazendo com que todas asagfies tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equacdexiaseis faltantes, com coeficiente zero:

[MAX] 100*x o + 500%x% + 350*%: + 650*); + 0*Xs3 + 0*Xsp + 0*Xs3 + 0*Xgq + 0*Xss + 0*Xss
150*x, + 100*%s + 500*%:+ 350*xp+ 1*Xs; + 0*Xsp + 0*Xg3 + 0*Xgy + 0*Xg5 + 0*Xse = 4000
1*Xa + 7'+ 4*% + 10*% + 0*Xgy + 1*Xgp + 0*Xgz + 0*Xgs + O*Xgs + 0*Xge = 72
1*%a + 0"+ O+ 0% + O*Xgy + 0*Xgp + 1*Xg3 + 0*Xgs + O*Xgs + 0*Xg6 = 10
O*xpa + 1%+ O+ 0% + 0*Xgy + 0*Xgy + 0*Xg3 + 1*Xgs + 0*Xg5 + 0*Xgs = 25
O*xa + O+ 1*%+ 0% + 0*Xgy + 0*Xgy + 0*Xg3 + 0*Xgs + 1*Xg5 + 0*Xg = 3
O*xa + O+ O*%+ 1*% + 0*Xgy + 0*Xgy + 0*Xgz3 + 0*Xgs + 0*Xgs + 1*Xg6 = 7
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Problema 3
Modelagem original do terceiro problema:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 120 * Xgy + 70 * X

Restricdes:
2*Xew+ 1* X% 0180 <= Restricdo de horas-maquina
2*Xem +4* X% U240 <= Restricdo de homens-hora

a) Eliminando as desigualdades das Restricdes

Como temos duas restricbes do tipo meoorigual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando varidveisalra em cada untias restrices:

2" Xem + 17" % U180 => 2% %+ 1% +1*x:=180
2" Xem + 47 % U 240 => 2% %m+ 4 X+ 1% xs2=240

Onde x; significa o numero de horas/maquina ndo usados,eoxnumero de
homens/hora ndo usados.

b) Fazendo com que todas asagfies tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equacoexiaseis faltantes, com coeficiente zero:
[MAX]120 * X gy + 70 * xc + 0 * X1 + 0 * Xsp

2*XE|\/|+ 1*XC+ 1*X51 O*ng =180
2*XEM+ 4*Xc+ (0 Xs1 1* Xs2 =240

2. Encontre as solucoes iniciais, variavelssicas e ndo basicas para cada um.

Problema 1

[MAX]150 * xp +  72*xg + 0* X1+ 0 * Xs2
60 * X + 25 * x5 + 1* X1 0 * Xs =300
1*x + 8*x + 0* Xs1 1* Xsp =50

Solucéo inicial: x = xg = 0; %1 = 300; %, =50
Variaveis ndo-basicas e X
Variaveis basicas:sxe %
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Problema 2

[MAX] 100*x o + 500%x% + 350*%: + 650*); + 0*Xsy + 0*Xgp + 0*Xg3 + 0*Xg4 + 0*Xss + 0*Xse
150%Xs + 100%xg + 500%%:+ 350*xp + 1*Xg3 + 0%Xsp + 0*Xg3 + 0%Xgg + 0*Xg5 + 0*Xss = 4000

1*Xa +
1*Xa +
0*Xa +
0*Xa +
0*Xa +

Solucéo inicial:

T*% +
0*% +
1*% +
0*% +
0*% +

4% +
0*% +
0*% +
1% +
0*% +

10*% + O*Xgq + 1*Xgp + 0*Xgz + 0*Xgs + 0*Xgs + O*Xgg = 72
O0*¥p + 0*Xgy + 0*Xgp + 1*Xg3 + 0*Xgs + 0*Xg5 + O*Xge = 10
O0*¥p + 0*Xgy + 0*Xgo + 0*Xgz + 1*Xgs + 0*Xgs5 + O*Xge = 25
O0*¥p + 0*Xgq + 0*Xgp + 0*Xgz3 + O0*Xgs + 1*Xg5 + O*Xge= 3
1*% + 0*Xgy + 0*Xgp + 0*Xgz + 0*Xgy + O*Xgs + 1*Xg6 =7

X=Xg =X =% =0;
Xs1=4000; %2 = 72; %3=10; %4 = 25; %5 = 3; %6 = 7
Variaveis ndo-basicasa xxs, Xc, Xo
Variaveis basicas:sx Xsz, Xs3, Xsa, Xss Xs6

Problema 3

[MAX]120 * Xgy + 70 * xc +
2%t 1¥X%+
2 ¥Xemt+ 4F X+

0*Xs1 + 0 * Xs2
1* Xs1 0* Xs2 =180
0* Xs1 1* Xs2 =240

Solugéo inicial: ¥y = Xc = 0; %1 = 180; %, = 240
Variaveis nao-basicasgxe x
Variaveis basicas:sxe %

3. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson

Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 08: Artificios de Modelagem e Variaveis Artificiais
Prof. Daniel Caetano

Obijetivo: Apresentar artificios pa a resolucdo de algupsoblemas de modelagem.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutorio . [S.1.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introdu céo

Até o presente momento foram modeladosselvidos problemas considerados "bem
comportados”, isto é, que de inicio ja possuiam praticamente todas as caracteristicas para que
funcionem bem com o Médo Simplex (que veneos na proxima aula).

Assim como ja aprendemos a lidar com um dos problemas nas aulas anteriores, em
que precisamos das variaveis de folgepeansformar as restricbes do tijp@m restricbes
do tipo "=", algumas outras situacdes podemisergyualmente neceisgrem de um "truque”
como o das variaveis de folga.

Nesta aula veremos alguns destes truquegjuEnsituacdes elssio usados e a forma
de aplica-los.

1. Lado Direito dasRestricbesNegativo

Como vimos anteriormente, o lado direilas restricbes papode ser negativo.
Vamos relembrar como corrigir este problema. Se, ao modelar, tivermos equacgfes do
seguinte tipo:

5Xs - 6Xg U - 17
2Xa + 1% 1 - 3
- 4Xn - 4Xg = - 16

Basta usar um truque simples: multiplitadas as restricbes por -1, sembrando de
inverter o sinal das desigualdades:

[ 5Xa-6XgU-17] *(-1) =>  -5% + 6Xs T +17
[ 2Xa+ 1% 1-3] *(-1) =>  -2Xy-1Xg Ui+ 3
[-4Xa - 4Xg =-16] *(-1) =>  +4X% +4Xg =+ 16

Lembre-se: apenaslado direito ndo pode ser negativo. ©seficientes das variaveis
podem
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2. Restricbesdo Tipo {

Este tipo de restricAo é bastante comum em problemas de minimizacdo, embora
apareca também em algymm®blemas de maximizacao.

Assim como fomos obrigados a fazer modificacées nas restricdes do,tgam as
variaveis de folga, no caglas restricoes do tigpteremos que usar também algum tipo de
variavel de ajuste.

Pense, por exemplo, na restricdo abaixo:
4X, + 10Xz T 45

Qualquer valor de Xe Xz que tornem a soma maior ou igual a 45 tera resolvido o
problema. Por exemplo, se>4 e %=3, temos

4*4 + 10*3 = 16 + 30 = 46 que é maior ou igual a 45.

Assim, podemos dizer que,*¥4 e X=3 é uma solucédo possivel para o problema.
Mas, quando transformamos a inequagd@ouma equacao, o problema surge:

4Xa + 10X = 45

Esta eqlacdo ndo mais admite=X e X%=3 como resposta (porque 46 nado € igual a
45), significando que modificamasproblema original... e, por csaide nosso objetivo final
- que é o de resolver o problema real 6 pademos realizar mudgas na modelagem que
modifiguem o problema! A solucéo aqui, similar ao ja visto no caso da restricdo do éipo
usar uma variavel a mais, so que agora ela aparecera do lado direito:

4Xa + 10X 145 =>  4X +10% =45+ %

Sempre poderemos escolher um valor degqe torne a igualdade verdadeira. Esta
variavel é chamada deriavel de excessgue pode ser encarada como uma variavel de folga
negativa, ou uma ariavel de falta":

4Xa + 10X =45 + X => 4Xa + 10X -Xg =45

Infelizmente isso ndo resolve nosso peold, novamente por causa da tal solucéo
inicial em que zeramos as variaveis de decisaee(Xz, N0 caso) para encontrar uma solugéo
possivel. Vejamos 0 que ocorre neste caso, ao fazeixy = O:

AXn + 10Xg -Xg = 45 => 4*0 + 10*0 -X% = 45 => -% = 45 => % = -45

Mas Xz ndo pode ter um valor negativ@bmo resolver este problema?
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Neste caso o truque € insautra variavel e dizer que X= Xg = Xg = 0:
4Xp + 10X -Xe+ Ay=45=>0+A=45=>A =45 OK!
Entretanto, esta variavel a ser inserida t&n qualquer tipo deignificado fisico, ela
€ um artificio matematico para que possamos encontrar uma solucéo simples. Por esta razéo,

este tipo de variavel é chamadavdeiavel artificial. Estas variaveis terdo uma implicacéo na
resolucédo do Simplex que veremos mais adiante.

3. Restricdesdo Tipo =

Aparentemente, como gueremos uma restricdo que seja uma igualdade, ao nos
depararmos com uma restricAdo deste tipunote a sensagcdo que nada precisamos fazer.
Entretanto, isso ndo é verdade.

Vocé é capaz de se lembrar que um dogeguaisitos para o Simplex é calcular uma
solucédo possivel? Pois é. Esta solugdo erseguida "zerando" asriaveis de decisdo,
encontrando a solugcao "trivial". Vama®r o que acontece ao "zerarmos, ¥ Xz ha
restricdo abaixo:

AXn+ 4X5 = 16 =>  4*0+4*0 =16 =>0=16 12121217

s

Este resultado € absurdo, correto? Enf@a possibilitar encontrar uma solugéao
inicial facilmente - sem causaste absurdo, da mesma forquee com as restricoes do tifp
inserimos uma variavel artificial nasstricées do tipo igualdade, ou seja:

AXp+ 4Xg + A; =16 => 40+4*0+A=16 =>0=16-A=>A, =16 OK!

Mais uma vez, o uso de variaveis artificiais traz implicacdes no Simplex.

4. ImplicacéesdosArtif icios de Modelagemna Funcao Objetivo

Assim como modificavamos a Func&0bjetivo com as variaveis de folga,
inserindo-as com coeficiente 0, também as vargasle excesso entrardo na Fun¢édo Objetivo
com coeficiente zero, pela mesma razado anterior: para que todas as variaveis aparecam na
Funcéo Objetivo.

Mas, e as variaveis artificiais? Bem, como o préprio nome diz, estas varidveis nao
fazem parte do problema, sdoeaps um artificio para fditar o célculo de uma solucéo
inicial de forma simples, para que possamos dar partida no Simplex. Por esta razéo, é preciso
garantir no método Simpteque estas variaveisjam retiradas da base.
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Para fazer isso, existem dois mecanismos:

1) O Método do M grande onde as variaveis artifigaentram "prejudicando” a
Funcdo Objetivo na proporcdo de um valomMior que qualquer outro valor existente no
problema,;

2) O Método das Duas Fasessendo que na primeirasi substituimos a funcao
objetivo pela minimizacdo da soma de todavagveis artificiais e, ao obter o resultado
final, voltamos a funcao objetivo origihe continuamos a resolver o problema.

O primeiro método pode seristo no livro, e envolve algumas mudancas no
procedimento de célculo. O segundo métodaé pouco mais longd@pois envolve duas
solucbes sequenciais), maprocedimento ndo sera difererdo que veremos no célculo do
Simplex tradicional. Ambos os itoélos fogem ao escopo deste curso.

5. Exercicio L3

Modele e apresente na forma padra®mrpy para o Simplex) o seguinte problema
abaixo:

1) Para realizar a instalacdo de ternsmd computador, uma empresa pode usar 0s
esfor¢os de dois funcionarioBedro e Jodo. O salario Bedro é R$ 25,00 por hora e o de
Joéo é de R$ 40,00 por hora. Redonsegue instalar um terralrem meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessastlar um total dd0 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo nas 10 deles. Sabe-se quamém dos dois funcionarios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagéo.

1. Modele matematicam&no problema acima.
2. Coloque o problema na forma padraonpo para ser resatlo pelo Simplex.

6. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 09: Usando o Méto8omplex para Solucéo de Problemas
Prof. Daniel Caetano

Obijetivo: Apresentar o MétodoiBplex para solucdo de problemas de Programacéao
Linear.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutoério . [S.L.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

A solucéo grafica para problemas de programacéo linear, vista nas aulas anteriores, €
bastante elucidativa. Entretanto, € uma forma desajeitada de resolver problemas, além de se
tornar complexa ou impossivel de ser apligaala problemas com maie duas variaveis de
decisao.

Uma forma alternativa é o uso do Métodm@ex para a resolucao dos problemas de
programacao linear. O Método Simplex € mmétodo sistemético, baseado em tanleay
onde indicamos todos os dadtis problema e, realizando algasoperacdes, encontramos a
solucéo otima.

Embora o Simplex use calculos bastante Empsua sequénci bastante tediosa.
Esta caracteristica faz com que seja interessante criar programas para resolver problemas pelo
Método Simplex. Entretanto, é necessario aghee todos os passos do Simplex, verificando
suas gqualidades e quando surgem problep@ssibilitando uma correta interpretacao dos
resultados quando a solucéo por enaad por meio de um software.

1. A Modelagem

Voltando ao Problemaextraido de MOREIRA (2006) :

Uma fabrica produz dois produtos, A e ®ada um deve s@rocessado por duas
maquinas, M e M,. Devido a programacdo de outro®gutos que também usam estas
maquinas, estdo disponivgiara os produtos A e B apenas 24 horas da maquira 18
horas da maquinaM

Para produzir uma unidade do produto A9 s&cessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir amnidade do produto B, s@ecessérias 6 horas em &2 horas
em M,. Cada unidade de A vendidara um lucro de R$ 80,@cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdo de demanda méx de 3 unidades pa B, mas nenhuma
restricdo de demanda parfa Deseja-se saber. quanfwoduzir de cada produto para
maximizar o lucro?
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Cujomodelo final era:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * x o + 60 * x5

Sujeito a:

4*X,+6*x 024 <= Restricdo do nimero de horas de M
4* X, +2*x 016 <= Restricdo do nimero de horas de M
1*xg03 <= Restricdo de Demanda para B

Sendo as variaveis de decisaoexs.

O primeiro problema que tema® pensar em usar Sitap € que o Método Simplex
faz algumas exigéncias com relacdo aos dados especial, quanto as restricdes. Como
vimos anteriormente, o Método Simplex exigue os dados estejam na chamada "forma
padrao". Assim, toda modelageprecisa ser transformada pardorma padrdo antes que o
problema possa ser resiole pelo Método Simplex.

Como visto em aulas anterioredpema padréo para este modelo é:

Funcéo Objetivo:
[MAX] 80 * Xp +60* x5+ 0 *Xs1+ 0 * Xs2+ 0 * Xs3

Sujeito a:

4% Xa+6*Xg+1* X1+ 0*Xso+ 0% Xg3= 24 <= Restricdo M
4*%Xa+2% X +0* X1+ 1 * X2+ 0 *Xs3=16 <= Restricao M
O*Xa+1* X +0* X1+ 0*¥Xo+1*Xs3=3 <= Restricdo B

2. Solucoes Basicas e Nao-Basicas

Pela formulacdo anterior, é possivel fiear que temos 5 incognitas e apenas 3
equacdes. Como temos maisdgnitas do que equacdes, o peolih € indeterminado, isto €,
nao é possivel determinama solucéo Unica para ele.

Entretanto, se escolhermos duas variaveissquar e fixarmos seuslores, teremos
entdo 3 equacdes e 3 incognitas, tornaswlasm sistema detainado, possibilitando o
calculo das variaveis restantes, possibilitamih@ontrar a ja conhecida "solucao inicial
viavel".

Por facilidade nas contas, fixaremos os valores das duas variaveis escolhidas como
sendo O (zero). As variaveis escolhidas atidmente para tereseu valor definido como
zero formam o que chamamos dellicdo ndo-basicae as variaveis restantes, cujos valores
foram calculados, formam a chamadallicdo basica Note que a solucédo basica definida
desta forma pode n&o ser viavel, isto €, podeedpeitar as restricdpseviamente impostas.
Para corrigir esta situacdo, usamedruques ja vistos anteriormente.
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Algumas aulas atras, vimos a area dacgies possiveis para este problema:

Ainda naquela aula, vimos que a solu@dina estava sempre num ponto extremo.
Assim, para verificar um rekado interessante, vamos analisarvalores das variaveis nos
pontos extremos, sendo o ponto A o ponto (0,83 pontos B, C, D e E sdo sequenciais, no
sentido horario:

Ponto Xa Xs Xs1  Xsz  Xss
A 0 0 24 16 3
B 0 3 6 10 0
C 15 3 0 4 0
D 3 2 0 0 1
E 4 0 8 0 3

Observe que em todos o0s pontos extremaseh#pre duas variaveis iguais a zero!E os
extremos também representtodas as solugdes basicas possiveis

Assim, pode-se dizer que forma genéee sempre que tivermos um problema de

programacdao linear com incognitas em equacbes, em todos estremos da regido de
solucBes possiveis teremosm) incognitas com valor igual a zero.

3. O Método Simplex

A idéia por tras do Método Simplex emm justamente & caracteristica que
acabamos de enunciar. A idéia € procuraonjunto de variaveigue, quando igualadas a
zero, fazem com que o sistema tenha o maior valor na funcao objetivo.

Para iniciar o Simplex preciseps de uma solucao possivel, ainda que ela esteja longe
de ser a melhor solugcdo. Arpadesta solucdo, o métogmermite que "naveguemos" ao
londo dos extremos do espaco de solugdesipeis, até chegar a solugdo 6tima. O ponto de
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partida costuma sersmlucao trivial, ou seja, aquela em que a origem do espaco € a solucéo.
Em outras palavragaquela em quas variaveis de decisdo sao zero

O Método Simplex, entretanto, ndo é "cegsto €, ndo explora os extremos do
espaco de solucdes de forma aleatdria. R&uEEO trivial”, o preesso ir4 para o proximo
extremo contiguo que fornecer o maior inceato na funcdo objetivo (no caso de um
problema de maximizagé&o).

Cada solucao sera apresentadéomaa de uma tabelinha denominadablead’. Em
cada tableau serdo realizadzlguns calculos que permitirggerar o proximo tableau, que
representa a proxima solucdo (o extremgusde do espaco de solugcbes possiveis). O
processo é repetido até que qualquer mudarmge piresultado da fungéo objetivo, ao invés
de melhorar.

O algoritmo é:
1) Monta-se o tableau da solugéiial, que corresponde a origem;
2) Aplicam-se calculos no tableawjo resultado é um segundo tableau;

3) Realiza-se um teste para verificar se a solugéo é 6tima;
4) Caso nédo sejeepetem-se os calculos no tdol, gerando o préximo tableau.

3.1. Exemplo de Aplicacdo do Métod&implex

Neste primeiro exemplo, vamos resolemroblema j4 apresentado, que possuia
apenas restricbes do tifp que ja foram devidaente convertidos para forma padrdo. O
modelo matematico rfarma padréo encontrado anteriormente foi:

Funcéo Objetivo:

[MAX] 80 *xp +60*x% +0*Xs;+ 0 * X2+ 0 * Xs3

Sujeito a:

4*%Xpn+6*Xg+1* X1+ 0* X2+ 0*Xs3=24 <= Restricao M
4% X +2 X +0* X1+ 1 %X+ 0% Xs3= 16 <= Restricdo M
O0*Xa+1* X +0* X1+ 0 X+ 1*X53=3 <= Restricdo B

Iremos agora constud primeiro tableau.

3.1.1. Construzao do Primeiro Tableau

O primeiro passo é construima pequena tabela. O nUumele linhas sera o nimero
de restricbes mais quatro. Assim, em ngssablema teremos umabtela de 7 linhas. O
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namero de colunas é igual ao niUmero deavais mais quatro, ou seja, em nosso caso, 0
tableau tera 9 colunas. O asfp do primeiro tableau deve ser:

80 60 0 0 0 Linha

G Varidveis | X, Xs Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / 3

na Solucéo
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
0 Xs2 4 2 0 1 0 16
0 Xs3 0 1 0 0 1 3

Linha Z
Linha C-Z

Na primeira linha, temos awtribuicdo de cada viavel para a fungéo objetivo, sendo
gue X1 a Xs3 em nada contribuem, obviamente.

A segunda linha é basicament®a linha de titulo, contends nomes das variaveis e
algumas outras informae8. A primeira colunag, indica a contribuicdo de cada variavel na
solucéo para o valor da funcao objetivo. Noocas varidveis na solucdo nada contribuem na
funcdo objetivo. A segunda colunaridveis na solucag indica quais variaveis estdo na
solucéo atual. No caso, sao as variaveis deafqigis serdo sempre as variaveis iniciais do
Simplex.

Ainda na segunda linha, aparecem os noges variaveis da funcdo objetivo e
restricbes, além da colulia que representa o lado diredas equagdes, ou seja, 0 "nimero
depois do igual" nas restricbda modelagem matematica. Finalmente, ha a cdldaa que
sera usada durante o célculo do Simplex.

Nas linhas seguintes temos ameficientes de cada variavel, retirados diretamente do
modelo matematico, sdo que cada linha € relativa a airestricdo. Note que, como as
variaveis na solugdo séo as vaeigvde folga, o valor da colurtg indica os recursos

disponiveis, ociosos, relativacada uma das variaveis de folga.

Finalmente, as duas ultimas linhas. As linhas Z e C-Z sédo também usadas no calculo.
A idéia é indicar na linha Z quanto se refila funcédo objetivo por aumentar uma unidade
desta variavel. Ja a linha G#dica quanto se acrescentafoacdo objetivo por aumentar
uma unidade desta variavel.

Para preencher a linha Z, usaremoslialgas relativas as varidveis na solucao.
Multiplicaremos todos os cdefentes das variaveispXXs, Xs1, Xs2 € Xs3, além de ppelo ¢
da linha. Feito isso para cada elemento dlzss linhas, somam-se ossultados coluna a
coluna e o valor resultang o valor da linha Z:
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Passo 1: multiplicando os elementos da linpalo valor deg,

80 60 0 0 0 Linha
G Variaveis Xa Xs Xs1 Xs2 Xs3 b b; / g
na Solucéo
0 Xs1 4(*0)|6(*0) |[1(*0) |0(*0) |0(*0) |24 (*0)
0 Xso 4 *0)|2 (*0)|0(*0) |1 (*0)|0(0) |16(*0)
0 Xss 0(0)[1(0)]0(0)]0(0) |1 (0| 3 (0
Linha Z
Linha C-Z
Passo 2: Somando os resultados coluna a coluna
80 60 0 0 0 Linha
C Variaveis Xa Xs Xs1 Xso Xss b, b, / &
na Solucédo
0 Xs1 4(0) | 6(0) 1(0) 0 (0) 0 (0) 24 (0)
0 Xs2 4 (0)| 2(@© | 0(0 1) | 0(0 16 (0)
0 Xss 0©|1@© | 0@©) 00O | 1] 3(
Linha Z 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0 | O+0+0 | 0+0+0
Linha C-Z

Passo 3: Resultado daha Z calculado

80 60 0 0 0 Linha
G Varidveis | Xa Xs Xsi | Xso | Xs b; by / 3
na Solucéo
0 Xe1 40) | 6() | 1(0) | 0(0) | 0(0) | 24(0)
0 Xs2 40| 2@ ] 0@ | 1@ | 00 | 16(0)
0 Xs3 0() | 1) |0(@ | 00O |1(@©]| 3()
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z

O célculo da linha C-Z é mais simplesstazasubtrair o valor de Z correspondente a
cada variavel do coeficiente dariavel na funcéo objetivo:

Passo 4: Calculando C-Z

80 60 0 0 0 Linha
C Variaveis Xa Xs Xs1 Xso Xs3 b, b, / &
na Solucéao
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
0 Xs2 4 2 0 1 0 16
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80-0 60-0 0-0 0-0 0-0
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Passo 5: C-Z calculado

80 60 0 0 0 Linha
G Varidveis | Xa Xs Xsi | Xso | Xs b; by / 3
na Solucéo
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
0 Xs2 4 2 0 1 0 16
0 Xsa 0 1 0 0 1 3
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0

Agora nosso tableau est4 completo. Masio saber se estalucéo, na qual 0 e
Xg=0, é uma solucéo 6tima?

Bem, como a linha C-Z indica o quanto &gioel aumentar na fungcéo objetivo com o
acréscimo de uma unidade em uma dada variavel, a solucdo Otima tera sido encontrada
guando todos os valores naHa C-Z forem nulos (zer@u negativos, indicando que nao
adianta aumentar uma unidadm varidvel nenhuma, o rdso da funcdo objetivo ndo
melhorard. Assim, a regra &uando todos os valores da linha C-Z forem nulos ou
negativos, foi atingda a solugéo étima’

No caso acima, temos valores positiens duas colunas: na coluna dg & do X,
indicando que ainda podemoslhwrar a funcao objetivo.

3.1.2. Construzdo do Segundd ableau

Para a construcdo do segundo tablpeecisamos selecionar duas coisas:

1) Uma variavel para entrar na solucéo
2) Uma variavel para sair da solucao

O primeiro problema € de simples solucawadavel que entra é aguela cujo valor
de C-Z é o mais alto(pois é aquela que maisntribui com o0 aumento da funcédo objetivo).
No nosso caso, essa variavel € 4 ¥ue apresenta um increnmio de 80 por unidade na
funcao obijetivo.

O segundo problema ja € um pouco maiswglicado e é agora que a colungb
apresenta sua fungdo. Paraalculo, divide-se ojlde cada linha pelo coeficiente da variavel
que entra na solucdo. Considerando que hjéaatidade de um dado recurso disponivel e aij
€ a quandidade deste recurso necessaria paramiddae da variavel que vai entrar, a idéia é
procurar qual das linhas € mais restritiva. No nosso caso, buscamos a restricdo que limita
mais a producao.

Em outras palavras, buscamosnenor valor de b;/a;. A linha que tiver o menor
valor nesta coluna, indicarédvariavel que sai (veja naloma Variaveis na Solucédo).
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Passo 6: Calculandg/&

80 60 0 0 0 Linha
G Variaveis na Xa Xs Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / g
Solucao
0 Xs1 4 6 1 0 0 24 24/4
0 Xs2 4 2 0 1 0 16 16/4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3 3/0
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0
I I
Variavel que Entra Valor de b

Passo 7: g; calculado, identificada variavel que sai

80 60 0 0 0 Linha
G Variaveis na] Xa Xe Xs1 Xs2 Xs3 b; b /g
Solucéo
0 Xs1 4 6 1 0 0 24 6
0 Xs2 4 2 0 1 0 16 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0
I I
Variavel que Entra Valor de b

Ou seja, como o menor valor dgap é 4, a variavel que sai é a,Xentrando a
variavel X, em seu lugar. A linha da variavel gs& recebe o nome de "linha principal” e o
elemento no cruzamento da coluna da variavel que entra com a linha principal € chamado de
"elemento pivé", sendque neste caso este elemento vale 4.

Agora, substituimos % por X, (lembrando de substituicj pelo coeficiente da
variavel que entra na funcdo objetivodtiramos os valores da colunéfy das linhas Z e
C-X e, em seguida, teremos que recalcuddias as linhas do tableau. O primeiro passo é
dividir todos os elementos dalia principal pelo elemento pivo:

Passo 8: Recalculando a linha principal

80 60 0 0 0 Linha
¢ | Variaveisna|l Xa Xg Xs1 Xs2 Xsa b; b; / &
Solucao
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
80 Xa 4/4 2/4 0/4 1/4 0/4 16/4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z




Introducado a Pesquisa Operacional 9
Segundo Semestre de 2007

Passo 9: Linha principal recalculada

80 60 0 0 0 Linha
¢ | Variaveisna|l Xa Xg Xs1 Xs2 Xsa b; b; / &
Solucao
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

7

O passo seguinte € recalcular as outiidsas. Neste caso, as outras linhas séo
referentes as varidveis X8IXS3. Vejamos linha por linha.

RecalculandXs;;

Primeiramente, determinamo9ivo da linha da variavel % que é o cruzamento da
linha de X%; com a coluna da variavel que esta entrando, no casd\Xcaso, este pivd
também vale 4.

Passo 10: Pivd da linha da variavel X

80 60 0 0 0 Linha
¢ | Variaveisna|l Xa Xg Xs1 Xs2 Xsa b; b; / &
Solucado
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

A idéia é, entdo, subtrair de cada elemento da linha Xalor do pivé desta linha
multiplicado peloo elemento correspondentelidaa principal, como indicado no tableau
abaixo:

Passo 11: Recalculanddiha da variavel X%

80 60 0 0 0 Linha

¢ | Variaveis | Xa Xg Xs1 Xsa Xss b; b; / &

na Solucéo
0 Xs1 4 -4*1 6 1-40 | 0-4*1/4 | 0-4*0 24 -4*4

-4*1/2
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
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Passo 11: Linha da variavekecalculada

80 60 0 0 0 Linha
G | Variaveis | X, Xg Xs1 Xso Xss b, b; / &
na
Solucéo
0 Xs1 0 4 1 -1 0 8
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xss 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

RecalculandX g3

Novamente, determinamos o pigla linha, agora da variavekx que é o cruzamento
da linha de X; com a coluna da variavel que esta entrando, no cas®&yoXcaso, este pivd
vale 0.

Passo 12: Determinagao do pivo da linka X

80 60 0 0 0 Linha
¢ | Variaveis | Xa Xg Xs1 Xsa Xs3 b; b; / &
na
Solucéo
0 Xs1 0 4 1 -1 0 8
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Mais uma vez, subtrairemos de cada elemento da lisha valor do pivo desta linha

multiplicado pelo elemento correspondentelidaa principal, como indicado no tableau
abaixo:

Passo 13: Recalculanddirzha da variavel X;

80 60 0 0 0 Linha
¢ | Variaveis | Xa Xg Xs1 Xs2 Xs3 b, by /
na
Solucao
0 Xs1 0 4 1 -1 0 8
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 001 |1-0%1/2| 0-000 | O-0*1/4 1-0%0 3 -0*4
Linha Z
Linha C-Z
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Passo 14: Linha da variavekytecalculada

80 60 0 0 0 Linha
G Variaveis Xa Xg Xsa1 Xs2 Xs3 b, b; / g
na Solucéo
0 Xs1 0 4 1 -1 0 8
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
Agora nosso tableau esta atualizadmdemos recalcular a linha Z e C-Z:
Passo 15: Calcutalo a nova linha Z
80 60 0 0 0 Linha
G Var. na Xa Xs Xs1 ) Xss o} b /&
Solucado
0 Xs1 0(0) | 4 (0) | 1(0) | -1(*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 Xa 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) | O (*80) | 4 (*80)
0 Xss 0(0) | 1(*0) | 0(0) 0 (*0) 1(*0) 3 (*0)
LinhaZ | 0+80+0| 0+40+0| 0+0+0 | 0+20+0 | 0+0+0 | 0+320+0
Linha C-Z
Passo 16: Linha Z calculadacalculando a nova linha C-Z
80 60 0 0 0 Linha
¢ | Var.na Xa Xg Xs1 Xsa Xss by bj / &
Solucéo
0 Xs1 0(0) | 4 (0) | 1(0) | -1(*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 Xa 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) | O (*80) | 4 (*80)
0 Xss 0(0) | 1(0) | 0(*0) 0 (*0) 1(*0) 3(*0)
Linha Z 80 40 0 20 0 320
Linha 80-80 60-40 0-0 0-20 0-0
Cc-Z
Passo 17: Tableau 2 finalizado
80 60 0 0 0 Linha
¢ | Var.na X Xg Xs1 Xs2 Xs3 b, b / g
Solucao
0 Xs1 0(0) | 4 (*0) | 1(*0) | -1(*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 Xa 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) | O (*80) | 4 (*80)
0 Xss 0(0) | 1(0) | 0(*0) 0 (*0) 1(*0) 3(*0)
Linha Z 80 40 0 20 0 320
Linha 0 20 0 -20 0
C-z

11
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3.1.3. Construzao do TerceiroTableau

Para a construcao do temmetableau, novamente precisamdentificar a variavel que
vai entrar na solucdo e a variavel que vai da solucdo. O C-Z nm alto € agora o da
variavel Xz, sendo ela a entrar na solucao. Calcokers bj/aij de cada linha, de forma a
identificar a variavel que sai:

Passo 18: Indicacéo da variavel que entra e variavel que sai

80 60 0 0 0 Linha

G Var. na Xa Xs Xs1 Xs2 Xss b, b, / g

Solucéo
0 Xs1 0 4 1 -1 0 8 8/4=2
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4 4/0,5=8
0 Xs3 0 1 0 0 1 3 3/1=3

Linha Z 80 40 0 20 0 320

Linha 0 20 0 -20 0
C-Z

O menor valor dé,/a; foi 2, na linha de %. Assim, é esta a variavel que sai, como
indicado no tableau anterior, sendo o pivdinlaa principal o valo4 também indicado.

Os proximos passos sdo a substituicdo da variavel, ajustg dbninacdo dos
contetidos da colunag/& e das linhas Z e C-Z, seguindoeeecalculo da linha principal,
dividindo todos seus elementos pelo valor do pivo:

Passo 19: Célculo deva linha principal

80 60 0 0 0 Linha
c Var. na Xa Xs Xs1 Xs2 Xsa b; by / 3
Solucao
60 Xz 0/4=0 | 4/4=1 1/4 -1/4 0/4=0 8/4=2
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Passo 20: Linha principal ja recalculada

80 60 0 0 0 Linha
c Var. na Xa Xg Xs1 Xs2 Xs3 b b; / &
Solucéo
60 Xz 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
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O pivo da linha X é 1/2. Recalculemos a linha dg,>ubtraindo de cada elemento
dela o seu pivdé multiplicado pelo elemento da linha principal:

Passo 21: Recalculando a linha X

80 60 0 0 0 Linha
G Var. na Xa Xs Xs1 Xso Xss b, b, /&
Solucao
60 Xs 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1-1/2*0] 1/2 -1/2*1 0 1/4 0-1/2*0 4
-1/2*1/4 | -1/2*-1/4 -1/2*2
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Passo 22: Linha Xrecalculada

80 60 0 0 0 Linha
c Var. na Xa Xg Xs1 Xs2 Xsa b; by / 3
Solucao
60 Xs 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xsz 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

O pivé da linha X%; € 1. Recalculemos a linha desXsubtraindo de cada elemento
dela o seu pivdé multiplicado pelo elemento da linha principal:

Passo 23: Recalculando a linhg X

80 60 0 0 0 Linha
c Var. na Xa Xg Xs1 Xs2 Xss b; by / 3
Solucado
60 Xs 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xs3 0-1*0 § 1-1*1 | 0-1*1/4| 0-1*1/4| 1-1*0 3-1*2
Linha Z
Linha C-Z




Introducado a Pesquisa Operacional

Segundo Semestre de 2007

Passo 24: Linha % recalculada

80 60 0 0 0 Linha
G Var. na Xa Xs Xs1 Xso Xss b, b /&
Solucao
60 Xs 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xs3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z
Linha C-Z
Agora nosso tableau esta atualizadmdemos recalcular a linha Z e C-Z:
Passo 25: Calcutalo a nova linha Z
80 60 0 0 0 Linha
G Var. na Xa Xs Xs1 Xso Xss b, b /&
Solucao
60 Xe 0 (*60) | 1 (*60) | 1/4(*60) | -1/4(*60) | O (*60) 2 (*60)
80 Xa 1(*80) | 0 (*80) | -1/8(*80 | 3/8 (*80) | 0 (*80) 3 (*80)
)
0 Xs3 0(*0) | 0(*0) | -1/4(*0) | 1/4 (*0) 1 (*0) 1 (*0)
Linha Z 0+80+0 | 60+0+0| 15-10+0 | -15+30+0 | 0+0+0 120+240+0
Linha C-Z
Passo 26: Calcut@o a nova linha C-Z
80 60 0 0 0 Linha
G Var. na Xa Xs Xs1 Xso Xss b, b /&
Solucao
60 Xe 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xs3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z 80 60 5 15 0 360
Linha 80-80 | 60-60 0-5 0-15 0-0
c-Z
Passo 27: Tableau final
80 60 0 0 0 Linha
¢ | Var.na X Xg Xs1 Xs2 Xs3 b, b; / &
Solucao
60 Xe 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xs3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z 80 60 5 15 0 360
Linha 0 0 -5 -15 0
c-Z

Como na linha C-Z nao h& qualquer valor maior que zero, esta é a solucdo 6tima. A
solucdo é indicada pelas variaveis na coluna "Variaveis na Solucdo" e seus respectivos

14
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valores estdo na colung bendo que as variaveis que ®&t8o em nenhuma linha da tabela
tém, por defini¢do, valor igual a zero.

Assim, a solucgéo 6tima para o problema é:

Xa=3

Xg=2

Xs1=0

Xs2=0

Xsz=1

O que significa que produziremos 3 unidadie A, 2 unidades de B, esgotando as
horas de maquina 1 e 2 piisiveis, mas ndo atendendo ctetgamente a deanda de B.

4. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 10: Resolucdo da L3
Prof. Daniel Caetano

Obijetivo: Resolver o problema da Lista 3regentando artificeogde modelagem.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutorio . [S.l.]: Ed.

Thomson Pioneira, 2007.

Resolucdo do Exercicio L3

Enunciado:

Modele e apresente na forma padra®rips para o Simplex) o seguinte problema
abaixo:

1) Para realizar a instalacdo de ternsmde computador, uma empresa pode usar 0s
esfor¢os de dois funcionarioBedro e Jodo. O salario Bedro é R$ 25,00 por hora e o de
Joéo é de R$ 40,00 por hora. Redonsegue instalar um terralrem meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessastlar um total d&d0 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo nas 10 deles. Sabe-se quamém dos dois funcionarios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagéo.

1. Modele matematicamate o problema acima.

Funcao Obijetivo:

Como queremos minimizar o custo de instalacdo, a primeira coisa é determinar como
podemos calcular este custo. Bem, temos fmcionéarios, sendo que ambos recebem um
valor especifico por hordssim, se designarmos:

Xp = nUmero de horasaalhadas por Pedro
X; = numero de horas trabalhadas por Jodo

Sabendo que o salarde Pedro € R$ 25,00 por hora e o de Jodo é de R$ 40,00 por
hora, o custo de cada um dos funcionarios sera:

Pedro: 25 * x (em reais)
Joéo: 40 * x(em reais)

Assim, o custo total sera:
Custo = 25*x + 40*x;
Como queremos minimizar o custo, a fungcao objetivo fica:

[MIN] 25*X » + 40*x,
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Restricdes:

H&, basicamente, 4 restri¢des:

- Nimero total de maquinas a instalar: 40

- Numero minimo de maquinas gserao instaladas por Pedro: 10

- Niomero maximo de horate trabalho de Pedro: 8

- NUmero maximo de horate trabalho de Joéo: 8

- Numero total de maquinas a instalar: 40

Primeiro € preciso descobduantas maquinas Pedro e Jadstalam por hora. Pelo
enunciado, Pedro instala um rtenal em meia hora. Em oat palavras, ele instala 2
maquinas em uma hora. Comoéxnumero de horas trabalhager Pedro, o0 nimero total de
maquinas instaladas por Pedro é:

Maquinas Instaladas por Pedro: 2*x

Da mesma forma, é dito que Jodo irstaina maquina em 15 minutos, ou seja, ele
instala 4 maquinas em uma hora. Commé rumero de horas trahatas por Jodo, o nimero
total de maquinas instaladas por Jodo é:

Maquinas Instaladas por Jodo: 4*x

Assim, o total de maquinas instaladas é:

2*Xp + 4*X;

Que deve ser exatamente igual a 40... ou seja:

2*Xp + 4*x; = 40 <= Restricdo do niumero de maquinas a instalar.

- NUumero minimo de maquinas gexao instaladas por Pedro: 10
Ja vimos que o niumero de matas instaladas por Pedro 2*0 que esta restricdo
diz € que este numero precisa ser pelo manad a 10, ou seja, ele é maior ou igual a 10.

Assim:

2*xp 1 10 <= Restricdo do minimide maquinas para Pedro
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- Niumero méaximo de horas de trabalho de Pedro: 8

Como % é o niumero de horas trabalhadas pair®eeste valor deveer menor que 8:

XpU 8 <= Numero maximo de has de trabalho para Pedro

X;U 8 <= Numero maximo de has de trabalho para Joao

Modelo Final

F.O.:
[MIN] 25*x p + 40%x,

S.A:
2*Xp + 4*x; = 40 <= Restricdo do niumero de maquinas a instalar.
2*xp 1 10 <= Restri¢cdo do minimde maquinas para Pedro
Xp U 8 <= NUumero maximo de has de trabalho para Pedro
x;U8 <= Numero maximo de has de trabalho para Joédo

2. Coloque o problema na forma padiio, pronto para ser resolvido pel@implex.

Primeiramente, vamos colocar variaveis de folga e excesso nas restricoedidoftipo
respectivamente, sendo que apenas com isesagdes jA podem se tornar igualdades:

F.O.: [MIN] 25%xp + 40*x,

S.A. 2*Kp  + 4*X; =40 (=2)
2*Xp - 1*Xgs =10 M)
1*Xp + 1*Xs; =8

1*X; + 1*Xs, =8 @

Sinal Antigo ---"

Entretanto, este problema ainda ndo admite solucao diretagrang x 0, algo que
desejamos para poder i@co Simplex. As restricOes praphaticas sdo aglas cujos sinais
originais eranf] ou =, uma vez que com a igualdademeos resultados estranhos ao fazger x

=x;=0:



Introducado a Pesquisa Operacional 4
Segundo Semestre de 2007

Assim, precisamos adicionar variaveis artificiais nestas restricdes, de forma a tornar a
solucéo % = x; = 0 possivel. Com isso, o problema fica:

F.O.. [MIN] 25*xp + 40*x;

S.A. 2*Xp  + 4*X; +1*ay =40
2*Xp - 1*Xg, +1*a, =10
1*Xp + 1*Xs; =

1*x, + 1*Xs, =

Agora a modelagem esta geacompleta, faltando apentezer com que todas as
variaveis aparecam em todasliabas, o que é conseguido esrentando-as com coeficiente
zero onde elas ndo aparecem:

F.O.:
S.A.:

2*Xp
2*Xp
1*Xp
0*Xp

[MIN] 25%xp + 40*x,

+ 4%,
+0*X;
+0*X;
1*X;

+ 0*Xgy+ 0*Xg1+ 0*Xgo+0%ay
+ 0*Xg1+ 0*Xg1+ 0*Xspt1*ay
- 1*Xgq + 0*Xgt+ O*Xgo+0*ay
+ 0*Xg1+ 1*Xg1+ O*Xgo+0*ay
+ 0*Xg1+ 0*Xg1+ 1*Xsot0%ay

+0*a,
+0*a, =40
+1*a, =10
+0*a, =
+0*a, =

O dultimo truque a ser aplicado é a congiersle um problema de minimizacdo para
um de maximizacao, bastangayra isso, multiplicar a funcao objetivo por -1:

F.O.:
S.A.:

2*Xp
2*Xp
1*Xp
0*Xp

[MAX]-25%Xp - 40*x,

+ 4%,
+0*X;
+0*X;
1*X;

- 0*Xgq - 0*Xgq - 0*Xgy - 0%y
+ 0*Xg1+ 0*Xg1+ 0*Xspt1l*ay
- 1*Xgq + 0*Xgt+ O*Xgo+0*ay
+ 0*Xg1+ 1*Xg1+ O*Xgo+0*ay
+ 0*Xg1+ 0*Xg1+ 1*Xspt0%ay

3. Bibliografia

_0*a2
+0*a, =40
+1*a, =10
+0*a, =
+0*a, =

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson

Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 10a: Feamentas Computacionais
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar o uso do Excel/Solverrgpa resolucdo de um problema de
otimizacgao.

1. Apresentacdo do Problema

1) Para realizar a instalacao de ternmgnd@ computador, uma empresa pode usar 0s
esforcos de dois funcionarioBedro e Jodo. O salario Bedro € R$ 25,00 por hora e o de
Jodo é de R$ 40,00 por hora. Redonsegue instalar um terralrem meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessastlar um total dd0 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo mes 10 deles. Sabe-se quanmém dos dois funcionarios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagao.

Como ja foi visto, a modelagem matematica deste problema é:

F.O.. [MIN] 25%xs + 40%x,

S.A:: 2%+ 4*x;=40 <= Restricdo do nimero de maquinas a instalar.
2*xp 1 10 <= Restricdo do minimide maquinas para Pedro
XpU 8 <= Numero maximo de has de trabalho para Pedro
X;U 8 <= Numero maximo de has de trabalho para Joao

2. Usando o Computador para Resolver o Problema

Para resolver um problema deste tipo, texisinUmeras ferraméas. Algumas delas,
as mais poderosas (LINDO, LINGO, GAMS, e&xigem que o problema seja transformado
para a forma padrao antessde fornecido para o computador.

Entretanto, ha ferramentas mais diespno mercado, comaquela que vem no
proprio Excel, chamada Solver. O Solver é uma biblioteca do Excel que implementa
algoritmos de programacéo linear e nao lin€arriosamente, para o uso do Excel ndo é
necessario usar a forma pa@olr como veremos a seguir.

2.1. Preparando a Planilha para o Uso do Solver

Ao abrir o Excel, temos uma planilha dmanco. Mas podemosganché-la de uma
forma a facilitar nosso trabalho para seu uso posterior no solver. A idéia é listar
primeiramente todas as variaveis de decisém seu nome e valor inicial (normalmente 0),
como apresentado na tela gwe Note que estdo marcadem amarelo os valores das

variaveis de decisao.
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J@_} Arquivo Editar Exbir Inseri Eormatar Ferramentss Dados Janela Ajuda _IE il
ID2HERY iead v ez ilm: -2 2A-?
G5 j = ‘
Al e | b [eETFET 6 [ H [ J
1 i
i Variaveis de Deciséio
S Xp_ |- 0
4 Xj = 0
5 | —1
g
£
B
9
10
" |4{ [» [»i]Plan1 /Plan2 /Flan3 / || | B
]Desenhar- I3 C-j|AutgFUrmas- W DO‘@‘&'i'&'Ei a2
Pronto [ 1 e e [ [

O préximo passo é representar a Fun@égetivo, como na figura abaixo, lembrando
que no local onde aparece o valor da funcacatiobjé preciso escrever férmula da mesma,
baseada no valor das células de decis@ndi@gddas, sendo que Xpaécélula D3 e Xj € a
célula D4, a férmula 25%x+ 40*x; fica:

= 25*D3 + 40*D4

Note que estd marcado em vewlvalor da fungéo objetivo.

J@ Arquivo Editar Exibir Inserir Eormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda = |& il
D2ESRY iRed - @z Adl o -0 2A-2
EiT j = |
AlslcloplelFl & T 7 T =
1
[ 2 | Varidveis de Deciséo
3 Xp |- 0
4 X |= 0
| 5
5} Fungdoc Objetivo: —
7 [MIN] | 0 [ ]
| 8 |
| S
10 -
4/ 4]» MMPlanl /Plan2 fFland / |« | _’”_‘
JDesenﬁarv [s G|AutgFormaSv ~ \DO“&'J'AVE_‘;@ ’v’l
Pronto | | | | \ Iy

Falta agora representar as restricoesgdsejue elas devem sepresentadas em 3
colunas: a primeira contém fsmulas do lado esquerdo de caéstricdo, convertidas para o
formato Excel, a segunda contensinal (igual, maior ou iguaimenor ou igual) e a terceira
contem o lado direito dasstricdes (0 numero).
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O lado direito das restricdes 2** 4*x; = 40, 2*% 1 10, % U 8 e % U 8 ficam, no
formado do Excel, respectivamente:

= 2*D3 + 4*D4
=2*D3

=D3

=D4

Quando colocadas no Excel,rastricdes deveréo ficar mm na figura a seguir. Note
gue os valores das restric@estao em vermelho e os limitgss restricdes estdo em roxo.

J@j Arquivo Editar Exibir Inseric Eormatar Ferramentas Dados Janela ajuda ;Ii!il
DEdERY|smad|a-o (@s s 8l i @egw: -0 =2
TR
e E e E T

Varidveis de Deciséo Restrigtes

Xp 0 = 40| Maguinas a Instalar
Xj 0 »= 10| Minimo para Pedro
<= 8|Max. Horas Pedro
<= 8|Max. Horas Jodo

oo oo

Fungdo Objetivo:
[MIN] | 0

H

i 4y Db plant /Planz £ plana /. |« | _DJJJ
JDesenharvRG|AUTJ;FDrmaSv\\|:|O4‘@‘&_'i'&-5%§.€|-
Pronto | [ [ \ e

2.1. Iniciando e Preparando o Solver

Agora que a planilha esta pronta, esta na deriniciar o Solver. O solver se encontra
no menu ferramentas, conmalicado na figura a seguir:

J@_} Arquivo Editar Exbir Inseric Eormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda ;lilil
IDD’“E|§@.“&° g{,@,@|n ¥ verificar ortografia... F2 Ik ma.=2
18 .j 2 | Cornpartilhar pasta de trabalo...
A B[ €| D | pomger 4 o |_§

L Colaboracdo on-line »
L2 Varidaveis de Decisdo
el Xp |= 0 a Instalar
4 Xj = 0 Iacra P bira Pedro

5 Suplementos... 5 Pedro
| & | Fungiio Objetivo: Personalizar... 5 Jodo
B [MIN] | 0] Gpsfies..
8 | v |
£
10 <
1« > [wi]\Plan1 ¢ Flan2 7 Plana / |« | ﬂJJ
IDesenbarvRG‘AU@FDrmaSv\\EIO4@|@Iv£vévEﬁ§.e-
Pronto i e [ == 2
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Caso esta opcao nao estdjgponivel, sera necessaiitstalar o médulo do Solver.
Clicando nesta opcéo, aparecera a janéhaipal do Solver, representada abaixo:

Parametros do Solver m
Definir celula de destino: 149 Y Resolver I
Iqual a: G Ms  CMin O valorde: |0 Fachar |
—Celulas varisveis:

1’ Estimar
~Submeter as resftricies: Opcies |
;I Adicionar
Alterar
Redefinir tudo |
Excluir
= I

Antes de mais naddevemos entrar em "Opc¢Oes"” pammfigurar o tipo de problema
gue queremos resolver, ja qu&olver serve para muitos owsrtipos de problema. A janela
inicial de Opcdes é:

i Opgides do Solver T m
Tempo 100 segundos | OK I
| 5
' Iteraces: 100 Cancelar I
Precis3o: ID,DDDDDl Carregar modelo. .. |
]
Tolerancia: I5 % Salvar modelo... |
Conyergencia: ID,DDDl Ajuda |
™ Presurmir modelo linear I™ Usar escala automatica
™ Presumir pfo negativos I Mostrar resultado de iteracdo
stimativas erivadas——— Pesguisar
* Tangente & adiante & Mewton
© Quadratica  central " Conjugado

As mudancas que faremos sdo: marcar "Presumir modelo linear" e "Presumir nao
negativos". Depois disso, clique em OK.

Apos isso, serd apresentada novamentaedgalo Solver. Neampo "Definir Célula
Destino", clique no botdo edique a célula em verde. Mampo "Igual a" marque "Min",
gue indica que queremos minimizar o valor.

No campo "Células Variaveistlique no botéo e indique aglulas em amarelo (todas
ao mesmo tempo).

No campo "Submeter as Regbes" teremos um pouco male trabalho. Clique no
botdo "Adicionar". A janelabaixo sera apresentada:

Adicionar restricéio m

Referéncia de célula: Restricso:

| =l =
oK I Cancelar | Adicionar | Ajuda |
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Vamos adicionar a primeira restricdo. No campo "Referéncia da célula", clique no
botdo e selecione a primeira célula largijd). No campo sem nome que contém o sinal,
indiqgue o0 mesmo sinal da regéo, que no caso € o igual (o campo "Restricdo"”, clique
no botdo e indique a primeira célula roxa (H3gitoisso, clique no botdo OK e a primeira
restricdo estard adicionad@mo indicado na figura abaixo:

Parametros do Solver m
Definir célula de destino; $0%7 S Resolver I
TIgual a: CME M  walor de: IU EREr I
~Celulas variaveis:

|$D$3:$D$4 ll Estirnar I
Subrmeter as restricdies: Opedies
$F$3 = $HE3 d Adicionar I
Alterar I
Redefinir tudo
Excluir I
- T

Repita 0 processo para astras 3 restricbes. No finah janela do solver tera a
seguinte aparéncia:

Parametros do Solver B
Definir célula de destino: g7 Resolver I
Igual a: CMax FMin O valor de: |U Eachar |
-Celulas variaveis:

ISD$3 $0%4 ll Estirnar |
-Submeter as restriclies: Opcdies |
EF$3 = £HER - Adicionar
$FE4 >= FHE4 2l —I
FFES <= fHES Alterar |
tF$6 <= fHEG Redefinir fudo |
ExIuir |
LI Ajuda |

Neste momento, basta clicar no botdo "Resolver". ApGs isso, aparecera a seguinte
janela:

Apo6s decidir se quer visualizar algum dos relatérios (Resposa, Sensibilidade e
Limites), cligue em Ok. Neste ponto, a plaaildo Excel mostrard a solucéo final, como
apresentado na figura a seguir.
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Ou seja: a solucédo € que Xp = 5 (Pedabdihara 5 horas) e Xj = 7,5 (Jodo trabalhara
7,5 horas). O custo final serd R$ 425,00. Estegemtambém séo aentados no relatério
de respostas.

O "Relatério de Sensibilidade” e "Relatério de Limites" apresentam algumas
informacbes adicionais sabrvariagdes que poderiam o® sem que a solucdo fosse
modificada.
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Notas da Aula 11: O Problema da Atribuicdo/Designacéo
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar a modelagem do Probdema Atribuicio como base para
posterior apresentacao do algoritmo hungaro.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutoério . [S.L.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

O Problema da Atribuicdo/Degiacdo é um problema bas&oomum, tratando-se de
um caso especial de um problema mais geral, o Problema do Transporte da Programacao
Linear.

Os Problemas de Atribuicdo/Designacéo sdo sempre num formato em que existe um
determinado numero datividades a serem procedaa e um determinado numero de
recursos para processa-laplgetivo é atribuir (ou designagual atividade sera processada
por qual recurso.

Note que este é um tipo genérico de @Did; isto significa que os as atividades
podem ser produtos, projetas trechos de codigo, por exemplo. Da mesma forma, os
recursos podem ser equiparas, equipes de projetds ou CPUs, por exemplo.

O objetivo neste problema é alocar as atividades aos recursos de processamento de
forma a minimizar a soma do custo de cada processamento.

1. Um Problema de Atribuicao

Vejamos um exemplo (MOREIRA, 2006, 4l22, modificado) para compreender
melhor qual é este tipo de problema.

Exemplo:
Em uma fabrica temos dois trabalhos T2,e T3, que podem ser processados por 3

maquinas diferentes: M1, M2 e M3. Devido fedéncas tecnoldgicasms maquinas, o tempo
para que cada uma delas realize cada untrdbalhos é diferentegstando expressados na
tabela abaixo:

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10
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2. ModelagemMatematica do Problema da Atribuicdo

Consideremos para a resolugdo as variaveis de decjséseixdo i o namero da
maquina e j o numero do trabalho;,Xhdica se a maquina 1 f@u néo) atribuida para o
trabalho 2; X%; indica se a maquina 3 foi (ou néatyibuida ao trabalho 1. Ou seja: quando
uma destas variaveis for 1, houve rbaicédo. Se ela for 0, ndo houve. Assim:

Se %, =1, a maquina foi atribuida ao trabalho 2.
Se X%, =0, a maquina hao foi atribuida ao trabalho 2.
Se %1 =1, a maquina ®i atribuida ao trabalho 1.
Se X%; = 0, a maquina Bao foi atribuida ao trabalho 1.

Note que as variaveis;;»66 podem assumir valoresod 1, ja que néo faz sentido
dizer que uma maquina foi "meio" atribuidauma atividade e "meio" atribuida a outra.
Assim, como cada maquina s6 pode sebaida a um trabalho, temos que sg X1, X, e
X13 precisam ser, obrigatoriamentiguais a 0. Isso significdizer que se a maquina 1 foi
usada para o trabalho 1,0 1) esta maquina 1 ndo poskr usada parao trabalho 2 e 3,(X
= X153 = 0). Da mesma forma, sq>& 1, entdo X = X;3=0... ou ainda, seX= 1, entdo X
= X3, = 0. Ora, como é possivel ver, a soma dos valores;jde X sempre! Isso pode ser
escrito assim:

X+ X+ X3 =1, X;c{0,1}

Bem, o que é dito sobre a maquina 1, pod#&m ser dito sobre a maquina 2 e sobre
a maquina 3:

Xor+ Xoo+ X3 =1, X;c{0,1}
Xa1+ Xgo+ X33 =1, X¢{0,1}

Juntando todas esteestricoes, teremos:

X+ X+ Xi3=1
Xoap+ X+ X3=1
Xap+ Xeo+ Xg3=1

Xij C{O, 1}

Por outro lado, é sabido também que abdthos s6 podem ser designados para uma
maquina de cada vez, também nao fazendidsedizer que um trabalho foi "meio" atribuido
a uma maquina e "meio" atribuidaatra. Assim, temos que sa X 1, X; e X3 precisam
ser, obrigatoriamente, iguaés0. Isso significa dizer que setrabalho 1 foi alocado para a
maquina 1 (X; = 1) este mesmo trabalho ndo podeasecado para as maquians 2 e 3 &
X3z1 = 0). Da mesma forma, se & 1, entdo X = X3 = 0... ou ainda, sesX= 1, entdo X =
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X,; = 0. Ora, como € possivel ver, a soma dos valores;de X sempre! Isso pode ser
escrito da seguinte maneira:

X+ Xon+ Xa1 = 1, X:1¢c{0, 1}

Bem, o que é dito sobre o trabalho 1, podebiam ser dito sobre o trabalho 2 e sobre
o trabalho 3:

Xio+ X2+ X320 =1, X2c{0, 1}
Xz + Xz + X53= 1, Xsc {0, 1}

Juntando todas esteestricoes, teremos:

X+ X+ X =1
Xio+ X+ X52=1
Xiz+ Xz + Xgz=1

Xii C { 0’ 1}
Com isso, temos a definicdo completa das restricoes:

X+ Xpp+ Xiz=1
Xor+ Xop+ Xp3=1
Xar+ Xgp+ Xgz=1
X+ X+ X5 =1
X+ Xpp+ Xg2=1
Xiz+ Xz + Xgz=1

<= Maquina 1 s6 pega um trabalho
<= M&quina 2 s6 pega um trabalho
<= Maquina 3 s6 pega um trabalho
<= Trabalho 1 s6 estd em uma maquina
<= Trabalho 2 s6 esta em uma méaquina
<= Trabalho 3 s6 estd em uma maquina

Xij C{O, 1}

Mas ainda falta a definicdo de uma fungijetivo! Bem, a funcéo objetivo é a soma
do custo de cada atribuicdo realizada. Comodk se uma atribui¢cdo foi feita, basta
multiplicar o custo de cada atribuicdo (dados pelo problema) pela varigageleXdentifica
se aquela atribuicéo foi feita:

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3

M1 10 5 8

M2 12 9 15

M3 9 12 10
Exemplo 1:

Custo da atribuicdo da M1 ao TIO
Variavel que indica se esta atribuidaofeita (1 sesim, 0 se nao)Xy;
Custo final desta atribuicdo: 10¢,

Exemplo 2:
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Custo da atribuicdo da M2 ao TI%
Variavel que indica se esta atribuid@ofeita (1 sesim, 0 se ndo)X,;
Custo final desta atribuicdo: 1%%;

Jutanto o custo das 9 possiveidiigoes, definimos a fungéo objetivo:

F.O.:
[MIN] 10X 11 + 5Xp5 + 8Xy3 + 12X + 9%, + 15X53 + 9X3; + 12X, + 10X53
SA.: X+ Xp+Xi=1

Xor+ Xop+ Xp3=1

Xar+ Xgp+ Xgz=1

X+ Xor+ X5 =1

X+ Xpp+ Xg2=1

Xiz+ Xz + Xgz=1

Xij C{O, 1}

Enfim, o modelo completo. Entretanto, ainda falta colocar este modelo na forma
padrdo, 0 que acrescentaria uma variavel@aifem cada restricdo, ampliando o nimero de
variaveis de 9 para 15.

Observe como um problema simples guymno, de atribuicdo de 3 maquinas a 3
trabalhos tornou-se um modetmtematico enone, com 15 variaveis ¢gtunas do Simplex) e
6 restricdes (linhas do Simplex).

Para piorar, o problema exige que r@spostas sejam nuroer inteiros, o que
provavelmente impede o Simpléozinho) de resolvé-lo, sdo necessario um algoritmo que
engloba o Simplex, chamado "Bizh and Bound" que pode viter que re-executar diversas
vezes 0 Simplex, podendo ter que adicionar até faestricdes (linhas do Simplex), uma
para cada variavel de decisao, limtando 15 variaveis e 15 restri¢des.

N&o € preciso ir muito longe para pereelue isso pode demorar um bom tempo... e
que, para problemas muito maisra execucao sera inviavel.

A solucéo para isso € o uso do algoritmmgaro, que sera agentado na aula que
vem, e € especifico para problemas de atribuicdo e designacéo.
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Em uma empresa de construgdal, ha trés projetogue podem ser alocados a trés
equipes diferentes. Tanto tempo de experiéncia dagjuipes quanto suas orientacdes
técnicas sdo distintas, de modo que o tempigmheino de cada projtdependera da equipe
especifica ao qual elerfalocado. A matriz a seguir mostoa tempos para cada equipo e
projeto. Modele como um problema de programacao linear (para o Simplex, mas nao precisa
colocar na forma padrdo) e aplique o Algoritiddngaro para chegar a alocacdo 6tima, ou

3. Exercicio L4(Livro)

seja, 0 menor numero de hopyas de denvolvimento.

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30
Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa OperacionalCurso Introdutério . [S.l.]: Ed. Thomson

Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 12: O Algoritmo Hungaro
Prof. Daniel Caetano

Obijetivo: Apresentar o algoritmo hangaro, pa@ucao do problema da atribuicao.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutorio . [S.l.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducéo

Como foi visto anteriormente, o prebha da atribuicAo&signacdo pode ser
modelado matematicamentenoo um problema de progratéo linear, visando sua solucéo
pelo método Simplex.

Entretanto, a solucdo pelo método Semppode ser excessiveente demorada em
problemas muito grandes, com naiths de atividades a serematidas. Por esta razéo, foi
criado um algoritmo chamado "Algoritmo HUmgaque é capaz de resolver problemas de
atribuicdo com um esfor¢co compui@etal bastante mengue o Simplex.

Nesta aula veremos como solucionar o pota apresentado na aula anterior com o
uso do Algoritmo Hangaro.

1. O Algoritmo HUngaro

Assim como o Simplex, o Algoritmo Hungapode ser descrittomo uma sequéncia
de operacdes matematicas queando aplicadas, revelam a g@la 6tima para um problema
de atribuigéo.

O Algoritmo Hungaro € basda na matriz dos tempos&tos de atribuicdo que se
deseja minimizar. Além disso, ele € baseaddato de existir iguanumero de tarefas e
maquinas (ou seja, o namo de linhas € igual ao delwoas). H4A uma pressuposi¢cdo que
qualquer tarefa pode ser aloaaa qualquer maquina e, finalne, pressupde que os dados
sao custos (ou outra gragmh) que precisa ser minimizada.

Os passos do Algoritmo Hungaro sao:

1) Desenho da talzede custos.

2) Selecao do menor valor de cada linha.

3) Subtracdo deste numerotddos da mesma linha que ele.
4) Selecao do menor valor de cada coluna.

5) Subtracdo deste nimero ddds da mesma coluna que ele.
6) Determinacédo da ordem da matriz.
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7) Tracar omenor numerale retas horizontais e Wieris que passem por todos os
zeros.

8) Comparar o numero de retacassario com a ordem da matriz.

9) Se o numero de retasr fmenor que a ordem da matrdeve ser selecionado o
menor nimero ndo cobertolgeretas. Se for iguad, algoritmo acabou... passo 13.

10) Subtracao deste niumero de todosrgieestiverem cobertos por retas.

11) Adicdo do numero selecionado no p&ssm todas as interse¢des de retas.

12) Voltar ao passo 7.

13) Determinacéo da atribuicao.

2. Aplicacdo do AlgoritmoHuUngaro a um Problema

Para aplicar o algoritmo, voltemoso exemplo (MOREIRA, 2006, pag. 122,
modificado) da aula anterior.

Exemplo:
Em uma fabrica temos dois trabalhos T2,e T3, que podem ser processados por 3

maquinas diferentes: M1, M2 e M3. Devido tedéncas tecnoldgicasms maquinas, o tempo
para que cada uma delas realize cada untrdbalhos é diferentegstando expressados na
tabela abaixo:

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10

Com base neste problemad&apresentado o algoritnimingaro para o problema de
atribuicdo, visando encontrar dumaquina deve realizar qu@abalho de forma a minimizar
0 numero total de horake maquina gastos.

2.1. Aplicacdo do Algoritmo

O Algoritmo Hungaro € composto de varispas, que serdo vistas a seguir, para
resolver o problema previamenapresentado. Vejamos comexecutar cada etapa, passo a
passo.

Passo 1: Desenho di&bela de custos

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10
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Passo 2: Seleciona-se o mar valor de cada linha...

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 10 >>5<< 8
M2 12 >>0<< 15
M3 >>9<< 12 10

Passo 3: Subtrai-se este nimero de todos as células da mesma linha que ele

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0 3
M2 3 0 6
M3 0 3 1

Passo 4: Seleciona-se o ma& valor de cada coluna

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 >>0<< 3
M2 3 0 6
M3 >>0<< 3 >>1<<

Passo 5: Subtrai-se este nimero de todos as células da mesma coluna que ele

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0 2
M2 3 0 5
M3 0 3 0

Passo 6: Determina-sa ordem da matriz

A ordem da matriz é 3, gue ela é uma matriz 3x3.

Passo 7: Traca-se émenor| nimero de retas(h/v) gue passem por todos 0S zeros

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0l 2
M2 3 o] 5
M3 0 3| 0

Passo 8: Compara-se o numero detas com a ordem da matriz

Temos duas retas: a que passalinha M3 e a que passa coluna T2. Como o
namero de retas € MENOR querem, segue-se para o pa8s€&€aso o numero fosse igual
a trés, poderiamos seguir para o passo 13. ¢i@ese o numero detas for MAIOR que a

ordem, ha erroo tracado das retas.
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Passo 9: Caso "no. de retas < ordemSeleciona-se o memosalor "ndo coberto"

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 5 0] >>2<<
M2 3 0| 5
M3 0 3] 0

Passo 10: Subtrai-se valor selecionado no passo 9 de todos os "nao cobertos"

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 3 0] 0
M2 1 0] 3
M3 0 3] 0

Passo 11: Soma-se o valor seleciortado passo 9 na intersecdo das retas

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 3 0] 0
M2 1 0] 3
M3 0 5] 0

Passo 12: Traca-se pnenor|ndmero de retas gue passem por todos 0s zeros

Maquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 3 0| 0
M2 1 0 | 3
M3 0 3| 0

Caso 0 numero de retas ainsigja menor que a ordewplta-se para o passo 8 e
reprete-se até conseguir um numaeaetas igual ardem da matriz.

Passo 13: Determina-se a atribuicao

Localize a primeira linha ou coluna queaggre apenas UM zero e faga a atribuicéo.
Neste exemplo: A linha M2 tem apenas UM zero (coluna T2). Assim, o trabalho T2 sera
atribuido & maquina M2, e essahia e coluna podem ser eliminadas:

Maquina \ Trabalho T1
M1
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Resultando em:

Maquina \ Trabalho T1 T3
M1 3 0
M3 0 0

Localize a proxima linha ou coluna queasgre apenas UM zero e faca a atribuicéo.
Neste exemplo: A linha M1 tem apenas UM zero (coluna T3). Assim, o trabalho T3 sera
atribuido a maquina M1, e essahla e coluna podem ser eliminadas:

Maquina \ Trabalho

M3

Resultando em:

Maquina \ Trabalho T1
M3 0

Finalmente, o trabalho T1 sa#ibuido & maquina M3. Solugéo:
T1 => M3, custo 9
T2 => M2, custo 9
T3 => M1, custo 8

Custo final total: 26 horas.

3. Tornando o Algoritmo Hingaro Genérico

Vimos anteriormente quepara que o Algoritmo Huanga funcione, temos a
necessidade de obedecer algarigrios... mas e quando iss@o ocorre? Neste caso, iremos
usar alguns truques para "fortas critérios necessarios.

Numero de Linhas e Colunas Diferente Neste caso criam-sénhas ou colunas
ficticias (conforme ocaso), preenchendo o custo de ®d& células desta linha/coluna
acrescentada como 0.

Problema de Maximizacdoao invés de minimizacdo Neste caso, procura-se 0
maior nimero na matriz. Eoctrado este nimero, em cac@lula indicar o resultado da
operacédo "Maior_Numero - Valor_Original_Da_Célula_Atual”.

Alocacdes ImpossiveisQuando alguma alocacédo € imspivel, basta indicar seu
custo com um valor excessivamente alto. Normalmente a letra "M" é usada para representar
este valor.
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Notas da Aula 13: Resolucao da Lista L4
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar a resolucao da listsa.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A.Pesquisa OperacionalCurso Introdutorio . [S.l.]: Ed.

Thomson Pioneira, 2007.

1. Exercicio L4

Em uma empresa de construgdal, ha trés projetogue podem ser alocados a trés
equipes diferentes. Tanto tempo de experiéncia dagjuipes quanto suas orientacdes
técnicas sdo distintas, de modo que o tempigmheino de cada protdependera da equipe
especifica ao qual elerfalocado. A matriz a seguir mostoa tempos para cada equipo e
projeto. Modele como um problema de programacao linear (para o Simplex, mas nao precisa
colocar na forma padrdo) e aplique o Algoritiddngaro para chegar a alocacdo 6tima, ou
seja, 0 menor numero de homyas de denvolvimento.

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30

ModelagemMatematica

Consideremos para a resolugédo as variaveis de decjséseixdo i o namero da
equipe e | a letra do projetozgdindica se a equipe 1 foi (ouajaatribuida para o projeto B;
Xsa indica se a equipe 3 foi (ou ndo) atritaiiao projeto A. Ou seja: quando uma destas
variaveis for 1, houve a atribugaSe ela for 0, ndo houve. Assim:

Se Xz =1, a equipe foi atribuida ao projeto B.
Se X%g =0, a equipe haofoi atribuida ao projeto B.
Se %a = 1, a equipe ®i atribuida ao projeto A.
Se % = 0, a equipe Baofoi atribuida ao projeto A.

Note que as variaveis;;»66 podem assumir valoresod 1, ja que néo faz sentido
dizer que uma equipe foi "meio" atribuida aauatividade e "meio" atribuida a outra. Assim,
como cada equipe s6 pode ser atdhud um projeto, temos que se X 1, X € Xic
precisam ser, obrigatoriamentguais a 0. Isso significa dizejue se a equipe 1 foi usada
para o projeto A (X = 1) esta equipe 1 ndo pode gsada para 0s projetos B e G{X Xic
= 0). Da mesma forma, sep= 1, entdo X, = X;c = 0... ou ainda, se;X=1, entdo X, =
Xig = 0. Ora, como é possivel ver, a soma dos valores;de X sempre! Isso pode ser
escrito assim:
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Xia+ X+ Xic =1, X;c{0,1}

Bem, o que é dito sobre a equipe 1, podebtam ser dito sobre a equipe 2 e sobre a
equipe 3:

Xoa+ Xog + Xoc =1, X;c {0, 1}
Xaa + Xgg + Xsc =1, Xic {0, 1}

Juntando todas esteestricOes, teremos:

Xia+ Xg+ Xic=1
Xoa+ Xg+ Xoc=1
Xaa+ Xgg+ Xsc=1

Xij C{O, 1}

Por outro lado, é sabido também que agegbos s6 podem selesignados para uma
equipe de cada vez, também nao fazendodsedizer que um projeto foi "meio" atribuido a
uma equipe e "meio" atribuidocaitra. Assim, temos que sex< 1, Xoa € Xsa precisam ser,
obrigatoriamente, iguais a 0. Issignifica dizer que se o projeidfoi alocado para a equipe 1
(X1a = 1) este mesmo projeto ndo podeaecado para as maquinas 2 e 3 (X Xza = 0).

Da mesma forma, se,X= 1, entdo X, = Xza = 0... ou ainda, sezX= 1, entdo X, = Xa = 0.
Ora, como € possivel ver, a soma dos valores;de X, sempre! Isso pode ser escrito da
seguinte maneira:

Xia + Xon + Xsa = 1, Xac{0,1}

Bem, o que é dito sobre o projeto A, podatiém ser dito sobre o projeto B e sobre o
projeto C:

Xig + Xog + X3 = 1, XsC{O, 1}
Xic+ Xoc+ Xc =1, Xcc {0, 1}

Juntando todas esteestricoes, teremos:
Xiat+tXoat Xsa=1
Xig+ Xg+ Xgg=1
Xic+ Xoc+ Xsc=1

Xij C{O, 1}
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Com isso, temos a definicdo completa das restri¢coes:

Xia+ Xigt+ Xiz3=1
Xoa+ Xog+ Xp3=1
Xapn+ Xgg+ Xz =1
Xiat+tXoat Xsa=1
Xig+ Xg+ Xgg =1
Xic+ Xoc+ Xsc=1

<= Equipe 1 s6 pega um projeto
<= Equipe 2 s6 pega um projeto
<= Equipe 3 s6 pega um projeto
<= Projeto A s esta em uma equipe
<= Projeto B s6 estd em uma equipe
<= Projeto C s6 esta em uma equipe

Xij C{O, 1}

Mas ainda falta a definicdo de uma fungégetivo! Bem, a funcéo objetivo € a soma

do custo de cada atribuicdo realizada. Comodk se uma atribuicdo foi feita, basta
multiplicar o custo de cada atribuicdo (dados pelo problema) pela variggeleXdentifica

se aquela atribuicéo foi feita:

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30
Exemplo 1:

Custo da atribuicdo da E1 ao P&
Variavel que indica se esta atribuidaofeita (1 sesim, 0 se nao)X;a
Custo final desta atribuicdo: 1%,

Exemplo 2:

Custo da atribuicdo da E2 ao P@:

Variavel que indica se esta atribuid@ofeita (1 sesim, 0 se ndo)X,c
Custo final desta atribuicdo: 18%c

Jutanto o custo das 9 possiveidhaiigoes, definimos a fungéo objetivo:

F.O.:
[MIN] 15X 14 + 24X5 + 21 Xc + 17Xa + 22X + 18Xoc + 23Xsa + 29X%5 + 30X
Xia+ Xigt+ Xiz3=1
Xoa+ Xog+ Xp3=1
Xapn+ Xagg+ Xz =1
Xiat+tXoa+t Xsa=1
Xig+ Xg+ Xgg=1
Xic+ Xoc+ Xsc=1

Xij C{O, 1}
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Resolucdo pelo Algoritmo Hungaro

Passo 1: Desenho d&abela de custos

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30
Passo 2: Seleciona-se o ma& valor de cada linha...

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 >>15<< 24 21
Equipe 2 >>17<< 22 18
Equipe 3 >>23<< 29 30
Passo 3: Subtrai-se este niumero de todos as células da mesma linha que ele

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 9 6
Equipe 2 0 5 1
Equipe 3 0 6 7
Passo 4: Seleciona-se o ma& valor de cada coluna

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 >>0<< 9 6
Equipe 2 0 >>5<< >>1<<
Equipe 3 0 6 7

Passo 5: Subtrai-se este nimero de todos as células da mesma coluna que ele

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 4 5
Equipe 2 0 0 0
Equipe 3 0 1 6

Passo 6: Determina-sa ordem da matriz

A ordem da matriz é 3, gue ela é uma matriz 3x3.

Passo 7: Traca-se émenor| nimero de retas(h/v) gue passem por todos 0S zeros

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 | 4 5
Equipe 2 0| 0 -- 0
Equipe 3 0 | 1 6

Passo 8: Compara-se o nimero detas com a ordem da matriz
Temos duas retas: a que passalinha Equipe2 e a qumssa na coluna ProjetoA.
Como o numero de retas € MENOR guardem, segue-se para o passo 9.
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Passo 9: Caso "no. de retas < ordemSeleciona-se o memo/alor "ndo coberto"

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 | 4 5
Equipe 2 0] 0 0
Equipe 3 0 | >>]1<< 6

Passo 10: Subtrai-se valor selecionado no passo 9 de todos 0s "ndo cobertos'

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 | 3 4
Equipe 2 0| 0 0
Equipe 3 0 | 0 5

Passo 11: Soma-se o valor seleciormado passo 9 na intersecao das retas

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 | 3 4
Equipe 2 1] 0 0
Equipe 3 0 | 0 5

Passo 12: Traca-se pnenor|ndmero de retas gue passem por todos 0s zeros

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0| 3| 4
Equipe 2 1] 0] 0
Equipe 3 0] 0] 5

Como o numero de retas € igual a ond#a matriz, segueegara o passo 13.

Passo 13: Determina-se a atribuicao

Localize a primeira linha ou coluna queaggre apenas UM zero e faga a atribuicéo.

Neste caso: A linha Equipel tem apenas @&do (ProjetoA).
atribuido a Equipe 1, e essa lirdhaoluna podem ser eliminadas:

Assim, o0 Projeto A sera

Projeto B

Projeto C

Equipe 2 0
Equipe 3 0 5
Projeto B Projeto C
Equipe 2 0 0
Equipe 3 0 5

Localize a proxima linha ou coluna queaggre apenas UM zero e faca a atribuicdo.
Neste exemplo: A linha Equipeé8m apenas UM zero (coluna Rr@mB). Assim, o Projeto B

sera atribuido a Equipe 3, e ebsha e coluna podem ser eliminadas:
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Projeto C
0

Equipe 2

Projeto C
Equipe 2 0

Finalmente, o Projeto C sea&ibuido a Equipe 2. Solucéo:
PA => E1, tempo 15 meses

PB => E3, custo 29 meses

PC => EZ2, custo 18 meses

Custo final total: 62 meses.
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