RESISTENCIA DOS MATERIAIS |

FLEXAO
PARTE |

Prof. Dr. Daniel Caetano
2014 -2



Objetivos

e Conceituar forcas cortantes e
momentos fletores

e Capacitar para o tracado de
diagramas de cortantes e
momento fletor em barras

* Explicitar a relacdo entre carga {\\

e cortante e entre cortante e
momento




Material de Estudo

Material Acesso ao Material

Apresentacao http://www.caetano.eng.br/
(Resisténcia dos Materiais Il — Aula 9)

Biblioteca Virtual Resisténcia dos Materiais (Hibbeler) — 52 Edicao
Paginas 199 a 221.
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O QUE SAO FORCA CORTANTE E
MOMENTO FLETOR?



Objeto de Estudo

* Vigas — Cargas perpendiculares ao eixo

Viga simplesmente apoiadla

[.

Viga em balango

Viga apoiada com extremidade em balanco




Forca Cortante

* Forca Cortante: aquela que tende a “fatiar”

— Perperdicular ao eixo da barra

E

_




Forca Cortante

* Forca Cortante: aquela que tende a “fatiar”

— Perperdicular ao eixo da barra

Tensoes de
Cisalhamento




Momento Fletor

* Momento Fletor: eforco que “enverga” barra

lP

— Causado por forcas cortantes




Momento Fletor

* Momento Fletor: eforco que “enverga” barra

\lp

— Causado por forcas cortantes




Momento Fletor

* Momento Fletor: eforco que “enverga” barra

— Causado por forcas cortantes

_




Momento Fletor

* Momento Fletor: eforco que “enverga” barra

— Causado por forcas cortantes

Tensoes normais
de Tracao /
Compressao




Momento Fletor

* Tensoes Normais em viga Bi-Apoiada

F Ensaio de dobramento estendido
para ensaio de flexao

Formas de
Segoes Transversais

@]

Distribuicao de Tensoes
na ruplura
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SISTEMAS DE FORCAS
MECANICAMENTE
EQUIVALENTES




Sistemas de Forcas ME

e Alguns calculos: muito complexos

— Alguns podem ser simplificados com “truques”

 Em algumas situacoes, para um dado ponto:
— Varios sistemas de forcas diferentes
— Mesmos esforcos

\

* Vamos escolher os que simplificam a vida!

— Apenas para o calculo!




Sistemas de Forcas ME

 Exemplo: Do ponto de vista de A




Sistemas de Forcas ME

 Exemplo: Do ponto de vista de A
. . P - -

AN

DN

V=3.P/3
M = (P/3).x +(P/3).2.x + (P/3).3.x
M = 6.x.(P/3)
M =2.x.P




Sistemas de Forcas ME

 Exemplo: Do ponto de vista de A

I

? A ;: ;;: - ole o ;;: - ;; V - P

% | X | ‘1’ ! | A

2 —— | - My=2x.P
. P/3 P/3 p/3 i

. A | | V - p

% X 1; X t X :l; X | A

é | . M,=2x.P

P/s P/5 P/5 P/5 P/5

Am—t—mv"

=2.X.P

DN

V =5.P/5
M = (P/5).0 +(P/5).x + (P/5).2.x + (P/5).3.x + (P/5).4.x
M = 10.x.(P/5)



Sistemas de Forcas ME

 Exemplo: Do ponto de vista de A
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E como se a carga total estivesse

no centro de ravndade'

AN

DN

P/s P/5 P/5 P/5 P/5

At

DN

NN\

M, =2.x.P

M, =2.x.P

V P
=2.X.P



Sistemas de Forcas ME

 Exemplo: Do ponto de vista de A

DN
3
=

I
~

X My=?
p.X
q
% Al 2 ' x/2 V, = p.X
Z M, = p.x?/2




Sistemas de Forcas ME

* Sempre no meio?
— Nao, no centro de gravidade!

p
7 A V,.=?
% m AT ¢
Z : X > IVIA — ?
. px/2 |
" L o
A X3 2x/3 1 Va=px/2

DI

M, = p.x?/6
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DIAGRAMAS DE
FORCA CORTANTE



Diagramas de Forcas Cortantes

e Ja vimos os mais simples:
— Diagramas de esforcos normais (N)
— Diagramas de esforcos de torcao (T)

\

* Veremos mais dois:
— Diagramas de Esforcos Cortantes (V)
— Diagramas de Momentos Fletores (M)




Diagramas de Forcas Cortantes

* Por que tracar diagrama de cortante?
— Cortante pode variar ao longo do comprimento
— Encontrar o ponto de maior solicitacao

* Convencao de Sinais w(x)

— Carregamento IHTHH U

e De cima para baixo: +

\.

* De baixo para cima: -

Carga distribuida positiva

— Cortante

* Gira sent. Horario: +

E= ~5R .
* Gira sent. Anti-Horario: -  (Cjsalhamento interno positivo




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Concentrada
lZOkN

R

X

* Qual a forca cortante em um ponto “x”?

\ZOkN

R

X




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Concentrada
lZOkN

R

X

* Qual a forca cortante em um ponto “x”?

Izo
- Sentido
’ Horario!

e V(x)=cte.=20kN!

R




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Concentrada

20kN

R

X

e V(x) = cte. = 20kN... Sentido horario
* Logo... O diagrama de cortante é

i

|20kN




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

y A A 4

X

* Qual a forca cortante em um ponto “x”?

R




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A 4

X

* Qual a forca cortante em um ponto “x”?

o
e

* V(x) = p.x = sentido horario!

R




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

e V(x) = p.x = sentido horario!

* Logo... O diagrama de cortante é...

?




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

* V(x) = p.x = sentido horario!
* Logo... O diagrama de cortante é...

7?2 0

V:




Diagrama de Forca Cortante

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A A 4

X

e V(x) = p.x = sentido horario!

* Logo... O diagrama de cortante é...

0
|||||||||||||I:II|||||||||II|I“IIIIIII“““IIIIH ........
|




Diagrama de Forca Cortante
* Forca Cortante Genérica Distribuida
p = p(x)

LTT1 )1
|

R

X

* Qual a forca cortante de g até b?

V = fbp(x).dx
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PAUSA PARA O CAFE!
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DIAGRAMAS DE
MOMENTO FLETOR



Diagramas de Momentos Fletores

e Por que tracar diagramas de momento?
— Momento usualmente varia ao longo da viga

— Encontrar o ponto de maior solicitacao

* Convencao de Sinais

— Momento Positivo

* Traciona parte inferior

— Momento Negativo

* Traciona parte superior

M M
i Ry %’Tﬁ
s S } LR i*r

Momento interno positivo




Diagramas de Momentos Fletores

* ATENCAO! N3o confunda as convencdes!
 Determinacao do Equilibrio Estatico

— Direcdes positivas sao arbitrarias

y N
+
L>

\




Diagramas de Momentos Fletores

* ATENCAO! N3o confunda as convencdes!

* Tracado de Diagramas
— Direcdes positivas sao convencionadas

o |

For¢a Normal
Momento Torgor
Carga

For¢ca Cortante

Momento Fletor

Forca saindo da barra (tracao)
Torque saindo da barra

Para baixo

Gira barra no sentido horario

Traciona em baixo

Forca entrando na barra (compr.)
Torque entrando na barra

Para cima

Gira barra no sentido anti-horario

Traciona em cima



Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Concentrada

lP

X

R

* Qual o momento em um ponto “x”?

!

X

R




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Concentrada

lP

X

R

* Qual o momento em um ponto “x”?

Y

O sinal vem do fato que
traciona em C|maI

R

a




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Concentrada
P

R

X

\\J e M(x) =-P.x - traciona em cima!

* Logo... O diagrama de momento fletor...

?




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Concentrada
P

R

X

\\J * M(x) =-P.x - traciona em cima!
* Logo... O diagrama de momento fletor...
??

0
M:




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Concentrada
P

R

X

* M(x) =-P.x - traciona em cima!

* Logo... O diagrama de momento fletor...




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

y A A 4

X

* Qual a forca cortante total em “x”?

R




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

* Qual a forca cortante total em “x”?

Mo

| D

e Mas e o momentoem “x”?

R




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A 4 A A 4

X

* Qual o momento em um ponto “x”?

mix)| V(x) = p.x

|)—>

X

R




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A 4

X

* Qual o momento em um ponto “x”?

mix)| V(x) = p.x

! L4 g L4 L

X

R

X/2

M(x) =-p.x. X/2_




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A 4

X

* Qual o momento em um ponto “x”?

mix)| V(x) = p.x

! L4 g L4 L

X

R

X/2

M(x) = - [p.x*/2]




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

\

* M(x)=—[p.x%/2] - traciona em cima!

* Logo... O diagrama de momento fletor é...

?




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

\

* M(x) =—[p.x?/2] - traciona em cima!
* Logo... O diagrama de momento fletor é...

7?2 0

M:




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

A 4

R

X

* M(x)=—[p.x%/2] - traciona em cima!

* Logo... O diagrama de momento fletor é...

p.lzl 2 ||||r _
h i Al"“"lllllllln .......




Diagrama de Momento Fletor

* Forca Cortante Distribuida
p 2> N/m

R

A 4

X

\W e M(x)=—[p.x?/2] = traciona em cimal!
* Logo... O diagrama de momento fletor é...

/ N

“Boca para cima”

M: |||||||||||I|IIIIIIIIIIIIIII“||||III ............... | porque ) Sinal
| de x? é positivo!

S




Diagrama de Momento Fletor
* Forca Cortante Genérica Distribuida
p = p(x)

[ TT1 1L
I

R

X

e Qual o momento de g até b?

M = fbV(x).dx

e Cuidado com o sinal!




-
-
-
-
-
,
L
,
,
,
,
,
,

DIAGRAMAS EM VIGAS
BIAPOIADAS



Diagramas em Vigas — 1) Reacoes

ANEYZ) 2 A
IP
naz 1 2 12 l
Ray Rby
* 2 Fx=0 Ra, =0
« Y Fy = P — Ra, — Rb, =0



- Diagramas em Vigas — 2) Equacoes
IP

W /2 /2 l
P/2 P/

X,

'V(x)|0§x<é V(x) =P/2

V@) |z<x <l V@=5-P=-5
-M(x)lOSx<é M(x) =

e M) | - <x ST pr(x) =




- Diagramas em Vigas — 2) Equacoes
IP

W /2 /2 l
P/2 P/

X,

'V(x)|0§x<é V(x) =P/2

P

P
V(@) | s<x < V) =5—P =~

l P

x+P [
~ PG )

l
’M(X)|E<X < M(x)zp'z




- Diagramas em Vigas — 2) Equacoes

IP

W /2 /2 l
P/2 P/
X[,
V() |0<x < V(x) = P/2
l p p
‘V(X)|E<X Sl V(X)=E—P=—E
P
* M(x) |0 < x <~ M@) = .x
l o
°M(x)|5<xSl M(x) =P.(=+=—1x)




N

-M(x)|0<x<£ M(x) =

Diagramas em Vigas — 2) Equacoes

IP

W /2 /2 l
i P/
Vi) [0<x < V(x) =P/2
l PP
‘V(X)|E<X Sl (X)—E— 2

P

e M(x) | - <x <I M(x)=P.(§—E)



N

l P
* M(x) [0 <x <~ M(x) = —.x

Diagramas em Vigas — 2) Equacoes

IP

W /2 /2 l
i P/
Vi) [0<x < V(x) =P/2
| PP
‘V(X)|E<X Sl (X)—E— ——E

2

-M(x)|é<x < M(x)=P.(l_Tx)



Diagramas em Vigas — 3) Diagramas

'l
.

p
I - l = l VCoe)=P/2
P/2 p/ V(x) =—-P/2
Hox
P/2 # M(x) = 5
V:

P
-P/2 M(X) = E(l —X)

: =7
M- \wmm““m“ﬂ Mma’x H




Diagramas em Vigas — 3) Diagramas

'l
.

p
I - l = l VCoe)=P/2
P/2 p/ V(x) =—-P/2
Hox
P/2 # M(x) = 5
V:

P
-P/2 M(X) = E(l —X)

P.l
M_ . =—

M: WMMMMH max
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RELACAO ENTRE CARGA
DISTRIBUIDA, CORTANTE E
MOMENTO EM VIGAS
BIAPOIADAS



Equacoes: Carregamento Qualquer

p(x) - ~
11 | Area sob a curva da
| carga distribuida

= )

dv \
p(X) = —a V= J‘ —p(x).dx
dM 11
V(ix) = — M = f V(x).dx

d.
X % -

Area sob a curva do

diagrama de cortante
o /




EXEMPLOS



Exemplo

e Calcular, paral =2m:

Q""1| p [N/m]
- 1/2 /2 ;Sl,_ix




Exemplo

* Discutir intuitivamente diagramas de
momento e cortante das vigas abaixo:

M
L2 ) 2 A

IP

[TTTTT
pg | |§h\j NI 2L A




FTooL



FTool

* Programa de auxilio no aprendizado

— Construir estruturas simples e verificar diagramas
ot - oo D T i o e =

| File Options Tramstorm  Disglay

D Ed & =y Load Case/Combination:| Single Case -
Ao A <+ &@a i Bending Moment 213 kNm  m Lol o npg—
Step:  DO0Om [

Unifarm Loading

Disponivel no site
da disciplina, na

aba “Material de
i morm v s g |z 7™ Apoio”
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PERGUNTAS?
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CONCLUSOES



Resumo

A partir das cargas podemos determinar:
— Cortante em qualquer ponto da viga
— Momento em qualquer ponto da viga

Os diagramas permitem encontrar facilmente
— Pontos de maior solicitacao

Exercitar: Hibbeler

Como ¢é a deformacao por momento fletor?

Como é a distribuicao de tensdes dentro da
viga?
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PARA TREINAR



- Para Treinar em Casa

* Hibbeler (Bib. Virtual), Pag. 216 a 221
e Minimos:
— Exercicios 6.1, 6.3, 6.14, 6.24

\\J  Extras:

— Exercicios 6.5, 6.17, 6.21, 6.27

 Adote essas conversoes:
— 1 ksi = 7MPa 1hp = 1000W
— 1 pol =25mm 1lb/pé = 15 N/m
—11b=4,5N




g

- Para Treinar em Casa

Propriedades dos Materiais Utilizados em Engenharia

Madulo de o o e Alongamenta .
o Tensao de escoamento (MPa) Tensao Ultima (MPa) o coeficients de
- Densidade elasticidace o EMCORD e neficiente|  expansao
W EHEES (mgim®) transversal ee , de Poisson termica
E (GPa) tracéo|compressao|cisalhamento|tracio|compresséalcisalhamenta]  Pro¥a oe «10-F
G (GPa) s0mm
Ligas de Aluminio 2014-TB 2,79 731 27 414 414 172 469 4F9 290 10 0,35 23
Forjado BOG1-TG 2,71 68,49 26 255 255 131 240 240 186 12 0,35 24
Ligas de Ferro cinza ASTM 20 7,19 g7.0 27 - - - 174 a]aje - 06 0,28 12
Fundido Maleavel ASTM A-197| 7,28 172 A9 - - - 276 5772 - 5 0,28 12
Latao vermelha
Ligas de Cobre ©33400 8,74 101 a7 70,0 70,0 - 241 24 - 34 0,35 18
Bronze C8E100 8,83 103 34 345 345 - 555 B35 - 20 0,34 17
Ligas de Magnésio A 1004-T61 1,83 447 18 152 152 - 276 276 152 1 0,30 26
Estrutural A-36 7.85 200 74 250 2450 - 400 400 - a0 0,3z 12
Ligas de Ago Inaddavel 304 7,06 193 74 207 207 - 817 817 - 40 027 17
Aco-ferramenta L2 8,16 200 7a 703 703 - 800 800 - 22 03z 12
Ligas de TitAnio Ti-BA1-4Y 443 120 44 824 924 - 1000 1000 - 16 0,36 94
Modulo de a i e Alongamento
iy Tensao de escoamento (MPa) Tensao dltima (MPa) -
Materizi Densidade elasticidace ¥ BM COMO. |~ oficjante| COEMICiENte de
ateriais a— . | de de Poicegn| EXPENséo
E (GPa) r%n(sggras)a tracao|compressao |cisalhamento tracéo \compressao cisalhamento F:'g:'n\’a de termica
i
_ Baia 238 | 221 - - - 12 - - - - 0,15 11
Concreto resisténcia
Alta resisténcia 2,38 2890 - - - 38 - - - - 015 "
Plastico Keviar 49 145 131 - - - - 717 483 20,3 28 0,34 -
Feforcado 30% de vidro 145 724 - - - - an 131 - - 0,34 -
Madeira Estrutural Abeto Dnuglas 047 13,1 - - - - 2.1 26 6,2 - 0,24 -
de Alta Qualidade Aheta Branco 3,60 8,65 - - - - 25 3h B7 - 0,31 -

Fonte HIBBELER, R.C. Resisténcia dos materiais.

Sio Paulo: Pearson Prentice Hall, 2004,



EXERCICIO



Exercicio — Entrega Individual

* Trace, intuitivamente os diagramas de forca
cortante e momento fletor na barra abaixo.

Para estimar a magnitude, considere que:
P=100N, p=10N/mel=3m.




