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Notas da Aula 01: Introdugao a Pesquisa Operacional
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar o que ¢ Pesquisa Operacional e introduzi-la no ambito dos
Sistemas de Informagao
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- ARENALES, M; ARMENTANO, V; MORABITO, R; YANASSE, H. Pesquisa
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Introducao

A Pesquisa Operacional ¢ area do conhecimento que estuda problemas de como
conduzir e coordenar algumas operagdes dentro de uma organizagdo. Em outras palavras,
Pesquisa Operacional (ou PO) ¢ a aplicagao de métodos analiticos para auxiliar os executivos
a tomar melhores decisdoes. Tanto quanto possivel, a PO busca obter a melhor solugao
possivel, chamada "solu¢do otima" para um dado problema. Chamamos isso de "otimizar"
uma operagao.

De forma simplificada, otimizar significa encontrar uma combinagdo de fatores de
operagcdo que nos permite o melhor desempenho possivel. Em outras palavras, se vamos
transportar carga e podemos fazer isso de diversas formas, otimizar ¢ determinar todos as
caracteristicas do transporte que nos trard um menor custo ou tempo, por exemplo. Da mesma
forma, se queremos transportar um certo conjunto de dados por uma rede como a internet,
onde temos diversos caminhos pelos quais uma informagdo pode ser transmitida, otimizar
significa determinar o modo de transmissdao e o caminho da transmissdao de forma que a
comunicagao seja o mais rapida possivel.

1. Historico

O inicio da Pesquisa Operacional data do inicio do século XX, tendo o termo Pesquisa
Operacional sido cunhado no fim da década de 1930, para descrever a atuacao de cientistas na
anadlise de problemas militares.

Seu uso foi muito mais intenso na Segunda Guerra Mundial, devido a necessidade de
alocar com urgéncia e da melhor forma possivel diversos recursos escassos como munigao €
alimento.

Terminadas as grandes guerras, os conhecimentos adquiridos acabaram por ser
estendidos para organizacdes civis, € o uso da Pesquisa Operacional cresceu muito até
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meados da década de 1970. Nas guerras mais recentes, como as do Iraque, também a Pesquisa
Operacional se motrou presente nas estratégias de ocupagao e ataque.
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Figura 1 - Avanco das tropas americanas no Iraque (fonte: Reuters)

Ainda na época da Segunda Guerra, surgiram sociedades profissionais de cientistas da
area de Pesquisa Operacional. Uma delas ¢ a Operational Research Society (
http://www.orsoc.org.uk ) e outra ¢ o Institute for Operations Reasearch and the Management
Sciences - Informs ( http://www.informs.org/ ). No Brasil existe a Sociedade Brasileira de
Pesquisa Operacional - Sobrapo ( http://www.sobrapo.org.br/ ).

2. Conteudo do Curso

O processo todo de solugdo de um problema por PO pode ser sintetizado em alguns
passos:

1) Definicao da situacdo problema, ou seja, determinar quais sdao os objetivos
desejados, quais sdo as restrigdes as solugdes, quanto tempo existe para que o problema seja
resolvido... e assim por diante. Neste passo informagdes genéricas e dispersas precisam ser
transformadas em informagdes estruturadas e precisas.

2) Formulacao de um modelo quantitativo, ou seja, formalizar todas as informagdes
estruturadas no passo anterior em termos matematicos, representando as relagdes entre
variaveis dos problemas através de simbolos matematicos. Na Programag¢ao Linear, uma das
técnicas usadas pela PO, as relagdes sdo expressas por equagdes € inequagoes.
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3) Resolucao do Modelo, ou seja, manipular os valores das varidveis até que se
obtenha a melhor solugio possivel, em termos do objetivo identificado no primeiro passo. E
importante lembrar que algumas variaveis podem ser manipuladas livremente. Outras,
entretanto, serdo calculadas como resultado do processo. Estas ultimas sdao chamadas
variaveis de decisao.

4) Consideracao de Fatores Imponderaveis, ou seja, analisar a solucao encontrada e
verificar se ela precisa ser modificada para incorporar fatores externos que nao tenham sido
considerados no modelo matematico.

5) Implementacao da solucido, ou seja, constatado que a solugdo ¢ possivel na
pratica, parte-se para a implementagdo, que deve ter sido projetada para uma transi¢ao o mais
suave possivel.

Neste curso, serao apresentados alguns problemas classicos de PO e seus modelos
decorrentes, apresentando uma introdugdo aos 3 primeiros destes passos, ficando um
aprofundamento a cargo do aluno. Os passos 4 e 5 sdo deixados para um curso de pds
graduagao.

Apesar da énfase as modelagens e aos métodos analiticos de solugdo, isso nao deve
ocultar, de forma alguma, o objetivo fundamental de se estudar Pesquisa Operacional, que ¢ o
de encontrar as melhors solugdes possiveis para problemas praticos.

2.1. Passo 1 - Elaboracao de Modelos Matematicos

Como dito anteriormente, na Pesquisa Operacional buscamos a configuragdo 6tima de
um sistema. Entretanto, este 6timo s6 pode ser obtido a partir de um modelo matematico e, se
o modelo nao for corretamente desenvolvido, a solugdo encontrada pode nao ser viavel na
realidade. Quanto melhor o modelo matematico, menor ¢ a chance da solugdo oOtima ser
invidvel na pratica.

Por esta razao, pelo fato de a modelagem ser a parte que requer maior raciocinio e por
ser a unica etapa da resolugao de um problema de PO que nado pode ser feita com o auxilio de
um computador, este curso dard uma grande énfase na modelagem matematica. Trataremos
apenas de problemas lineares.

2.2. Método Simplex

O Método Simplex ¢ a forma mais geral de se resolver um problema de Programagao
Linear, que sdo os problemas mais cldssicos e basicos da Pesquisa Operacional. O Método
Simplex consiste de uma seqiiéncia de operagdes sistematicas que, apds o numero suficiente
de iteragdes, nos apresenta a solugdo 6tima de um problema de Programacao Linear.

Problemas deste tipo podem ser "qual ¢ o caminho mais curto de um ponto a outro?"
ou "De qual maneira eu posso aplicar este meu recurso para obter maior lucro?". Pode ainda
ser "Quantas unidades de cada tipo de produto eu produzo para maior lucro?" ou "Quais
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seriam os cardapios nao repetidos que satisfariam todas as necessidades didrias de nutrientes
e agradassem ao meu paladar?" e uma infinidade de outros.

2.3. O Algoritmo Hungaro

Como sera possivel observar pelo método, em alguns tipos de problemas (grandes) o
método Simplex pode ter desempenho pouco satisfatdrio; Isso ocorre porque o Simplex ¢ um
método genérico, que nao tira proveito de nenhuma caracteristica especifica de um dado tipo
de problema. Assim, para estes casos em que mesmo um computador rapido pode levar dias,
meses ou até anos (...) para encontrar uma solugdao 6tima pelo Simplex, muitas vezes sao
propostas metodologias de calculo especificas para encontrar uma solugdo Otima mais
rapidamente.

Como um exemplo deste tipo de algoritmo, sera apresentado o Algoritmo Hungaro,
usado em problemas de atribui¢do e designacdo, que classicamente ¢ apresentado como um
problema de atribui¢do de equipes diferentes a projetos distintos, para minimizar o tempo
total de conclusao dos projetos (horas pagas).

Entretanto, o Problema de Atribui¢ao ¢ muito comum além desta esfera mais classica.
Em computagdo distribuida, por exemplo, o computador responsavel pelo controle de
execugdo das aplicagdes deve decidir qual ¢ o outro computador que ird processar uma
informacao ou executar um dado software. Como cada equipamento pode ter recursos
distintos (velocidade de processamento, memoria, dispositivos, etc), trata-se de um problema
de atribuicao que o Sistema Operacional tera de resolver.

Task 1 (Fast, Mem)] 21%%1

Task 2 (Fast)
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Figura 2 - Qual programa sera executado em qual computador?

Hoje também estao se tornando comuns os computadores com dois processadores ou
mais (Dual Core, como Core2 Duo, Athlon X2, etc) ¢ isso traz uma tarefa ao Sistema
Operacional, antes desnecessaria: escolher qual dos processadores (neste caso, todos iguais)
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ira executar um dado thread (parte de um programa). Essa atribui¢do vai levar em conta qual
a carga de cada processador, quais recursos cada um deles esta usando, e assim por diante.

70% CPU
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Task 2 (I/0)
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Figura 3 - Qual tarefa sera atribuida a cada processador?
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Notas das Aulas 02 e 03: Modelagem Matematica
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Introduzir os conceitos de modelagem matematica.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I1.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

Como visto na aula anteior, a solucado de problemas de Pesquisa Operacional, em
especifico os problemas da Programagdo Linear, podem ser resolvidos por um processo que
pode ser sintetizado da seguinte forma:

1) Definicao da situacio problema, ou seja, determinar quais sdao os objetivos
desejados, quais sao as restrigdes as solugdes, quanto tempo existe para que o problema seja
resolvido... e assim por diante. Neste passo informagdes genéricas e dispersas precisam ser
transformadas em informagdes estruturadas e precisas.

2) Formulacao de um modelo quantitativo, ou seja, formalizar todas as informagdes
estruturadas no passo anterior em termos matematicos, representando as relagdes entre
variaveis dos problemas através de simbolos matematicos. Na Programag¢ao Linear, uma das
técnicas usadas pela PO, as relagdes sdo expressas por equagdes € inequagoes.

3) Resolucao do Modelo, ou seja, manipular os valores das varidveis até que se
obtenha a melhor solugdo possivel, em termos do objetivo identificado no primeiro passo. E
importante lembrar que algumas variaveis podem ser manipuladas livremente. Outras,
entretanto, serdo calculadas como resultado do processo. Estas ultimas sdao chamadas
variaveis de decisao.

4) Consideracao de Fatores Imponderaveis, ou seja, analisar a solu¢ao encontrada e
verificar se ela precisa ser modificada para incorporar fatores externos que nao tenham sido
considerados no modelo matematico.

5) Implementacao da solucido, ou seja, constatado que a solugdo ¢ possivel na
pratica, parte-se para a implementagdo, que deve ter sido projetada para uma transi¢ao o mais
suave possivel.

Nestas aulas e nas seguintes serdao focados os passos 1 e 2.
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1. Modelagem Matematica para Programacao Linear

Os modelos matematicos que sdo, provavelmente, os mais populares sdo aqueles
chamados de Modelos de Programacao Linear. Estes modelos servem para representar
problemas em que a relagdo entre as varidveis destes problemas possam ser expressas na
forma de equagdes ou inequacdes lineares. As caracteristicas fundamentais de um modelo
deste tipo sdo:

1) Existe uma combinacio de variaveis que deve ser maximizada ou minimizada,
como por exemplo o custo de uma operagdo industrial ou rentabilidade média de agoes. A
esta combinagao de varidveis da-se o nome de fung¢do objetivo. Por exemplo: 7x + 2y, onde x
e y sdo variaveis de interesse, combinadas na proporcao de 7 para 2. As variaveis que
aparecem na funcao objetivo sdo as chamadas variaveis de decisao.

2) A estrutura do problema é tal que existe uma limitacao de recursos, nao sendo
possivel ter um lucro tdo grande quanto se queira nem um custo tdo pequeno quanto se
queira. Estas limitagdes de recursos sdo expressas como equagdes ou inequagdes matematicas
e sao chamadas restrigoes.

Assim, sempre que tivermos um problema em que desejamos saberqual ¢ a melhor
configuragdo de operagdo, ou seja, aquela que traz maior lucro ou reduz os custos, e
pudermos representar estes objetivo e restricdes através de equagdes ou inequagdes lineares,
podemos modela-lo como um problema de Programagao Linear para posterior resolugao.

1.1. Parametros x Variaveis de Decisao: Uma Primeira Nocao

Independente do problema, antes de partirmos para a geragdo de um modelo, ¢
importante ressaltar a diferenca entre Parametros e Varidveis de Decisdo. Parametros sao
valores que sio fornecidos e nos quais ndo podemos mexer; devem permanecer como estao.
Variaveis de decisao siao valores que podemos alterar. As varidveis de decisdao
normalmente sdo expressas algebricamente, como X, X,, X;... note os indices.

Por exemplo, se x for a varidvel que indica quanto combustivel foi abastecido, ¢
possivel dizer que x; ¢ a quantidade que foi abastecida no posto 1, x, ¢ a quantidade que foi
abastecida no posto 2, x; é a quantidade que foi abastecida no posto 3... e assim por diante. E
importante ressaltar que os indices tém um papel importante na especificagdo do modelo e
nio ha um significado pré-definido para os mesmos. E tarefa do pesquisador descrever o que
os indices significam. No caso, ¢ definido que o indice especifica o numero do posto no qual
ocorreu o abastecimento.
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1.2. Como Descrever o Desejo de Minimizar o Gasto com Combustivel?

Imaginemos que o problema seja que vai ser realizada uma viagem e ¢ desejavel
gastar o minimo com combustivel. Na estrada, existem trés postos de combustivel: p;, p; € ps.
Em cada um dos postos, temos um custo diferente: ¢, ¢, e c;. O que se deseja saber entdo €:

Quando eu abasteco no posto 1 (p;), quanto abasteco no posto 2 (p,) € quanto abasteco
no posto 3 (p;) para gastar o minimo possivel? Bem, se o desejo € saber quando sera
abastecido em cada posto, ¢ porque pretende-se tomar uma decisdo que envolve estes
valores. Por esta razao estas sao chamadas de variavies de decisao. Se chamar de x o quanto
sera abastecido, ¢ possivel dizer que x; ¢ o quanto sera abastecido no posto 1, x, ¢ o quanto
sera abastecido no posto 2 e X3 € o quanto sera abastecido no posto 3.

O valor de X, X, ou X3 vai ser o numero de litros de combustivel abastecido em cada
posto. Se nada abastecer em um dado posto, o valor desta varidvel de decisdo serd zero. Por
exemplo: se a melhor opg¢ao for ndo abastecer no posto 2, o valor de x; sera 0 (x, = 0).

Com isto em mente, ¢ possivel dizer que o valor gasto no posto 1 serd o quanto foi
abastecido no posto 1, multiplicado pelo valor do litro de combustivel no posto 1, ou seja:

Xl*pl

Afinal, se for abastecido 1 litro, serd pago 1 vez o prego de um litro. Se for abastecido
2 litros, sera pago 2 vezes o preco do litro e assim por diante. Da mesma forma, se nada for
abastecido, x; valera zero e nada serd pago no posto 1.

Seguindo o mesmo raciocinio, ¢ possivel dizer que o custo no posto 2 serd x, * p, €
que no posto 3 o custo sera x; * p;. Chamando os custos em cada posto de ¢, ¢, € c3, podemos
reescrever os custos da seguinte forma:

CI =X *p1
Cz=X2*p2
C3=X3*p3

O custo total de abastecimento serd ¢ = ¢, + ¢, + ¢3, que pode ser escrito da seguinte
forma:

C= X *pr+X;*py+x3*ps

Como o desejo ¢ gastar o minimo possivel, ou seja, ter o menor custo possivel, €
possivel dizer que queremos minimizar o custo. A maneira formal de dizer isso é:

[MIN] x; * p; + X2 * pa + X3 * s
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Esta funcdo, que descreve o que desejamos do problema, ¢ chamada de funcao
objetivo e, neste caso, x;, X, € X; sao variaveis de decisao e p;, p, € p; sdo os parametros.

1.3. Restricoes

Na secao anterior, foi representado o desejo de gastar o minimo possivel. Entretanto, a
solucao para o problema apresentado ¢ "fique em casa, ndo abasteca nada e nao gaste nada",
ja que em lugar algum foi descrito que sair de casa € obrigatorio.

Para que o problema representado se assemelhe mais com as necessidades, precisamos
adicionar mais informacdes ao problema. Tais informagdes sdao adicionadas na forma de
restrigdes, como por exemplo "Néo ¢ possivel 'ficar em casa™. E preciso dizer isso usando as
variaveis de decisao que ja estdao sendo usadas. No caso, a informagdo que pode ser usada ¢

um consumo conhecido da viagem, que seria, por exemplo, de 50 litros de combustivel.

Como acrescentar esta informacao? Bem, se vai ser abastecido x; litros no posto 1, x,
litros no posto 2 e x; litros no posto 3, € possivel dizer que o total de litros abastecido ¢:

total abastecido = x; + X, + X3

Ora, o total abastecido precisa ser um valor maior ou igual aos 50 litros necessarios
para a viagem; ou seja, formalmente:

X1+X2+X3>50

Com isso, ¢ possivel apresentar um primeiro modelo matematico muito simplificado:

[MIN] X1 *pr+x*pt+ X3 *ps
Sujeito a: X+ X+ %3250
Ou ainda:

[MIN] x; *p1 + X2 * pa+ X3 * ps3
S.A. X)X, +X3 2 50
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1.4. Condicao de Nao-Negatividade

Em programagao linear, uma restricdo sempre existente (mas implicita) ¢ a de que as
variaveis de decisao nao podem assumir valores negativos. Isso faz todo o sentido do mundo,
uma vez que as varidveis de decisdo praticamente sempre indicam quantidades. e quantidades
negativas nao fazem sentido. Por esta razdo, podemos sempre incluir estas restricoes ao
modelo:

E
AR\
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Ficando assim, o modelo final:

[MIN] x; *p1 + X * pa+ X3 * ps3
S.A. X)X, +X3 2 50
0

\Y%

X1
X2
X3

0
0

VvV

2.2. Modelagem Exemplo

Problema (extraido de MOREIRA, 2006):

Uma féabrica produz dois produtos, A e B. Cada um deve ser processado por duas
maquinas, M; e M,. Devido a programagdao de outros produtos que também usam estas
maquinas, estdo disponiveis para os produtos A e B apenas 24 horas da maquina M, e 16
horas da maquina M,.

Para produzir uma unidade do produto A, sdo necessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir uma unidade do produto B, sdo necessarias 6 horas em M, e 2 horas
em M,. Cada unidade de A vendida gera um lucro de R$ 80,00 e cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdao de demanda maxima de 3 unidades para B, mas nenhuma
restrigdo de demanda para A. Deseja-se saber: quanto produzir de cada produto para
maximizar o lucro?
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Solucgao

O primeiro passo que auxilia

informacodes. Por exemplo:

muito na solugdo, ¢ fazer um pequeno quadro de

Produto Horas de M, Horas deM, Demanda Max | Lucro Unitario
A 4 4 - 80
B 6 2 3 60
Horas Disp. 24 16 - -

Neste problema, o objetivo € claro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma fungao
objetivo de maximiza¢do. Mas como podemos descrever esta fungdo objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que cada unidade de A e B geram: se uma unidade de A for
vendida, o lucro sera de R$ 80,00. Se uma unidade de B for vendida, o lucro sera de R$
60,00. Se considerarmos o numero de unidades de A vendidas como x, € o numero de
unidades de B vendidas como xg, podemos dizer que:

Lucro pelas vendas de A = 80 * x,
Lucro pelas vendas de B = 60 * xp

Lucro Total = 80 * x, + 60 * x5

Ora, essa ¢, entdao, nossa funcao objetivo, ja que queremos maximizar este lucro... E
X, € Xp sd0 as variaveis de decisdo. A fungao objetivo pode ser formalizada como:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 80 * Xa + 60 * XB

Esta ¢ a primeira parte do nosso modelo, mas ele ainda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi representado podemos definir um lucro infinito, e na pratica isso
nao ocorre! Como contornar isso? Impondo as limitagdes que o proprio problema apresenta:

- Limitag¢ao de Horas de M, : 24
- Limitag¢ao de Horas de M, : 16
- Limitacao de Demanda para B : 3

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Horas de M, : 24

A maquina M, tera de ser compartilhada pela produgdo de A e B, uma vez que ambos
a utilizam. Sabemos que cada unidade de A produzida consome 4 horas de M, e cada unidade
de B produzida consome 6 horas de M,. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades
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produzidas de A (x4) por 4, teremos o numero de horas de M, que ¢ gasto com producao de A
e multiplicando o nimero de unidades produzidas de B (xp) por 6, teremos o numero de horas
de M, que ¢ gasto com a produgdo de B:

Tempo de M, gasto com producao de A: 4 * x4

Tempo de M, gasto com produgdode B: 6 * xp

Tempo total de M, : 4*x,+6*xp

Mas a limitacdo de horas de M, ¢ 24 horas, ou seja, podemos usar M, por qualquer
nimero de horas, desde que ele nao exceda 24 horas. Podemos escrever da seguinte forma:

Tempo total de M; =4 * x5, + 6 * xp
Tempo total de M, <24

Juntando ambeos...

4*x,+6*xp<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,

Limitacao de Horasde M, : 16

A maquina M, também tera de ser compartilhada pela producdao de A e B. Sabemos
que cada unidade de A produzida consome 4 horas de M, e cada unidade de B produzida
consome 2 horas de M,. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades produzidas de A (x,)
por 4, teremos o numero de horas de M, que ¢ gasto com produgdo de A e multiplicando o
numero de unidades produzidas de B (xg) por 2, teremos o numero de horas de M, que ¢ gasto
com a produgdo de B:

Tempo de M, gasto com produgdode A : 4 * x,
Tempo de M, gasto com produgaode B: 2 * xp

Tempo total de M, : 4*x,+2*xg

Mas a limitacao de horas de M, ¢ 16 horas, ou seja, podemos usar M, por qualquer
numero de horas, desde que ele ndo exceda 16 horas. Podemos escrever da seguinte forma:

Tempo total de M, =4 * x, +2 * xp
Tempo total de M, < 16

Juntando ambeos...

4*x,+2*x3<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
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Limitacao de Demanda para B : 3

Em tese, podemos produzir qualquer numero de unidades de A e B, desde que
respeitemos o limite de horas disponivel em cada maquina. Entretanto, nos foi fornecida uma
informagao adicional: a de que caso sejam produzidos mais do que 3 unidades de B, as que
excederem este valor ndo serdao vendidas. Unidades nao vendidas significam custo para
produzir e nenhum lucro. Assim, ndo podemos deixar isso acontecer, pois isso faria com que
o lucro da empresa fosse menor.

Para evitar este problema, basta adicionar uma limitagdo a mais, indicando que
qualquer numero de unidades produzidas de B (xg) ¢ adequado, desde que nao exceda 3.

Matematicamente:

Xg<3 <= Restri¢ao de Demanda para B

Condicao de Nao-Negatividade

Em programagdo linear, uma restrigdo sempre implicita ¢ a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir valores negativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo praticamente sempre indicam quantidades... € quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao, incluimos duas restrigdes no nosso modelo:

Xa=20;x3=0 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a fungdo objetivo com todas as restrigdes, temos o modelo matematico final
para nosso problema:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 80 * Xa + 60 * XB

Restrigoes:

4*x,+6*x5<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x5<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
Xg<3 <= Restri¢ao de Demanda para B
Xa20;x520 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisao sao X, € Xg.
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3. Exercicios L.1

1) Um navio tem um limite de transporte de 300m* de carga ou 50t de carga. Ele sera
usado para transportar dois tipos de carga: a carga A ¢ transportada em unidades de 60m3,
que pesam It. A carga B ¢ transportada em unidades de 25m’, e pesam 8t. O lucro pelo
transporte de cada unidade de A ¢ R$ 150,00, e o lucro pelo transporte de cada unidade de B é
de R$ 72,00. Deseja-se o modelo de programagao linear com que se possa obter qual ¢ a
melhor composigdo de carga para a obtengao de maximo lucro.

2) Um computador (1) tem um limite de 4GB (considerado 1GB = 1000MB) de
memoria e seu usudrio pode exectuar até executar até 72 horas de processamento por semana.
Todos os dados que serdo processados nestas 72 horas da semana precisam ser carregados ao
mesmo tempo. Isso significa que tudo tem que caber nos 4GB de memdria. Um cliente lhe
muitos pacotes de dados, de quatro tipos diferentes:

a) 10 pacotes que exigem 150 MB, 1 hora de processamento cada um, pagando R$
100,00 por unidade processada.

b) 25 pacotes que exigem 100 MB, 7 horas de processamento cada um, pagando R$
500,00 por unidade processada.

c) 3 pacotes que exigem 500 MB, 4 horas de processamento cada um, pagando R$
350,00 por unidade processada.

d) 7 pacotes que exigem 350 MB, 10 horas de processamento cada um, pagando R$
650,00 por unidade processada.

Deseja-e o0 modelo de programagao linear para definir quais pacotes serao processados
para que o maior lucro seja obtido.

3) (livro) Uma empresa do ramo de confecgdes estd considerando quanto deve
produzir de seus dois modelos de terno, denominados Executivo Master e Caibem, de forma a
maximizar o lucro. E impossivel produzir quanto se queira de cada um, pois existem
limitagdes nas horas disponiveis para costura em maquina e acabamento manual. Para a
costura, existe um maximo de 180 horas-maquina disponiveis e para o acabamento existe um
maximo de 240 homens-hora. Em termos de lucro unitario e produgdo, os dois modelos de
terno apresentam as seguintes caracteristicas:

a) Executivo Master

- Lucro unitario: R$ 120,00

- horas-maquina de costura por unidade: 2

- homens-hora de acabamento por unidade: 2
b) Caibem

- Lucro unitario: R$ 70,00

- horas-maquina de costura por unidade: 1

- homens-hora de acabamento por unidade: 4

Formule o problema como um modelo de programacao linear.
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Notas da Aula 04: Resolugao da L1
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Resolver a primeira lista de exercicios, treinando a concepg¢ao de modelos
matematicos para programacao linear.

1. Solucao do Exercicio 1

Problema

1) Um navio tem um limite de transporte de 300m3 de carga ou 50t de carga. Ele sera
usado para transportar dois tipos de carga: a carga A ¢ transportada em unidades de 60m3,
que pesam 1t. A carga B ¢ transportada em unidades de 25m3, e pesam 8t. O lucro pelo
transporte de cada unidade de A ¢ R$ 150,00, e o lucro pelo transporte de cada unidade de B é
de R$ 72,00. Deseja-se o modelo de programacgao linear com que se possa obter qual ¢ a
melhor composi¢do de carga para a obtencao de maximo lucro.

Solucgiao

O primeiro passo que auxilia muito na solugdo, ¢ fazer um pequeno quadro de
informacoes. Por exemplo:

Carga Volume Peso Lucro Unitario
A 60 1 150
B 25 8 72
Disponivel 300 50 -

Neste problema, o objetivo € claro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma fungao
objetivo de maximiza¢do. Mas como podemos descrever esta fungdo objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que o transporte cada unidade de A e B geram: se uma unidade de
A for transportada, o lucro sera de R$ 150,00. Se uma unidade de B for transportada, o lucro
sera de R$ 72,00. Se considerarmos o numero de unidades de A transportadas como X, € o
numero de unidades de B transportadas como xg, podemos dizer que:

Lucro pelo transporte de A = 150 * x,
Lucro pelo transporte de B =72 * xp

Lucro Total = 150 * x5, + 72 * xp

Ora, essa ¢, entdao, nossa funcao objetivo, ja que queremos maximizar este lucro... E
X, € Xp sd0 as variaveis de decisdo. A fungao objetivo pode ser formalizada como:
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Funcgao Objetivo:
[MAX] 150 * x4 + 72 * xp

Esta ¢ a primeira parte do nosso modelo, mas ele ainda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi representado podemos definir um lucro infinito, e na pratica isso

nao ocorre! Como contornar isso? Impondo as limitagdes que o proprio problema apresenta:

- Limitacao de Volume : 300
- Limitagao de Peso : 50

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Volume: 300

O volume sera compartilhado pelas cargas A e B, uma vez que ambos terdao de ser
colocados no mesmo navio. Sabemos que cada unidade de A transportada ocupa 60 m’ e cada
unidade de B transportada ocupa 25 m’. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades
transportadas de A (x,) por 60, teremos o volume total ocupado pela carga A e multiplicando
o numero de unidades transportadas de B (xg) por 25, teremos o volume total ocupado pela
carga B:

Volume total da carga A : 60 * x,
Volume total da carga B : 25 * xp
Volume total ocupado : 60 * x5 + 25 * xp

Mas a limitagdo de volume é 300 m?, ou seja, podemos ocupar qualquer volume,
desde que ndo exceda 300 m®. Podemos escrever isso da seguinte forma:

Volume total ocupado = 60 * x, + 25 * xp
Volume permitido < 300

Juntando ambeos...

60 * x, +25 * x5 <300 <= Restri¢ao de volume

Limitacao de Peso: 50

O peso das cargas A e B também se somam para o calculo do peso total, ja que as
cargas vao no mesmo navio. Sabemos que cada unidade de A transportada pesa 1t e cada
unidade de B transportada ocupa 8t. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades
transportadas de A (x,) por 1, teremos o peso total da carga A e multiplicando o numero de
unidades transportadas de B (xg) por 8, teremos o peso total da carga B:

Peso total da carga A : 1 *xa
Peso total da carga B : 8 * xp
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Peso total : 1 *x,+8*xp

Mas a limitagao de peso ¢ 50t, ou seja, o peso total de nossa carga pode ser qualquer
um, desde que nao exceda 50t. Podemos escrever isso da seguinte forma:

Pesototal =1 * x5, + 8 * xp
Peso permitido < 50

Juntando ambeos...

1 *x,+8*xp<50 <= Restri¢ao de peso

Condicao de Nao-Negatividade

Em programacao linear, uma restricdo sempre implicita ¢ a de que as varidveis de
decisdo nao podem assumir valores negativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisao praticamente sempre indicam quantidades... e quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao, incluimos duas restrigdes no nosso modelo:

Xa=20;x520 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a fung¢do objetivo com todas as restrigdes, temos o modelo matematico final
para nosso problema:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 150 * x4 + 72 * xp

Restrigoes:

60 * x5 +25 * x5 <300 <= Restri¢ao de volume

1 *x,+8*xp<50 <= Restri¢ao de peso
Xa=20;x3=0 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisao sao X, € Xg.
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2. Solucao do Exercicio 2

Problema

2) Um computador (1) tem um limite de 4GB (considerado 1GB = 1000MB) de
memoria e seu usudrio pode exectuar até executar até 72 horas de processamento por semana.
Todos os dados que serdo processados nestas 72 horas da semana precisam ser carregados ao
mesmo tempo. Isso significa que tudo tem que caber nos 4GB de memdria. Um cliente lhe
muitos pacotes de dados, de quatro tipos diferentes:

a) 10 pacotes que exigem 150 MB, 1 hora de processamento cada um, pagando R$
100,00 por unidade processada.

b) 25 pacotes que exigem 100 MB, 7 horas de processamento cada um, pagando R$
500,00 por unidade processada.

c) 3 pacotes que exigem 500 MB, 4 horas de processamento cada um, pagando R$
350,00 por unidade processada.

d) 7 pacotes que exigem 350 MB, 10 horas de processamento cada um, pagando R$
650,00 por unidade processada.

Deseja-e o modelo de programagao linear para definir quais pacotes serao processados
para que o maior lucro seja obtido.

Solucao

O primeiro passo que auxilia muito na solucdo, ¢ fazer um pequeno quadro de
informagoes. Por exemplo:

Pacote memoria | horas de proc. | lucro unitaro | Pacotes disponiveis
(MB) (h) (RS)
A 150 1 100 10
B 100 7 500 25
C 500 4 350 3
D 350 10 650 7
Disponivel 4,000 72 - -

Neste problema, o objetivo ¢ claro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma fungdo
objetivo de maximizacao. Mas como podemos descrever esta fungao objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que o processamento de cada pacote A, B, C, D e E geram: se uma
unidade de A for processada, o lucro sera de R$ 100,00. Se uma unidade de B for vendida, o
lucro sera de R$ 500,00... e assim por diante. Se considerarmos o numero de unidades de A,
B, C e D processadas como x,, Xg, Xc € Xp respectivamente, podemos dizer que:

Lucro pelo processamento de unidades A = 100 * x,
Lucro pelo processamento de unidades B = 500 * x5
Lucro pelo processamento de unidades C = 350 * xc
Lucro pelo processamento de unidades D = 650 * xp
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Assim, o lucro total sera:
Lucro Total = 100 * x, + 500 * xg + 350 * xc + 650 * xp

Ora, essa ¢, entdo, nossa funcao objetivo, j4 que queremos maximizar este lucro... E
Xa, XB, Xc € Xp $20 as varidveis de decisao. A fungdo objetivo pode ser formalizada como:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * xg + 350 * xc + 650 * xp

Esta ¢ a primeira parte do nosso modelo, mas ele ainda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi representado podemos definir um lucro infinito, e na pratica isso
nao ocorre! Como contornar isso? Impondo as limitagdes que o proprio problema apresenta:

- Limitagao de Memoria : 4000
- Limitag¢ao de Horas : 72

- Limitagao de Unidades A: 10

- Limitacao de Unidades B: 25

- Limitacao de Unidades C: 3

- Limitag¢ao de Unidades D: 7

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Memoria: 4000

A memoria sera compartilhada por todos os pacotes a serem processados nas 72 horas.
Assim, precisamos expressar o consumo de memdria através das varidveis de decisdo Xa, X,
Xc € Xp. Sabemos que cada unidade de A, por exemplo, consome 150MB de memoria. Cada
unidade de C, por exemplo, consome 5S00MB de memdria. Ora, se multiplicarmos o nimero
de unidades processadas de A, B, C e D (Xxa, Xp, Xc € Xp) pelo seu consumo de memoria
respectivo, teremos quanta memdria os pacotes de um determinado tipo consumiram no total:

Memoria consumida por pacotes A: 150 * x4
Memoria consumida por pacotes B: 100 * xp
Memoria consumida por pacotes C: 500 * x¢
Memoria consumida por pacotes D: 350 * xp
Memoria consumida total: 150 * x, + 100 * xg + 500 * xc + 350 * xp

Mas a limitagdo de memoria total ¢ 4000, ou seja, podemos consumir qualquer
quantidade de memoria, desde que nao exceda 4000. Podemos escrever isso da seguinte
forma:

Memoria total necessaria: 150 * x, + 100 * x5 + 500 * xc + 350 * xp
Memoria total disponivel: 4000
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Juntando ambeos...

150 * x4 + 100 * xg + 500 * xc + 350 * xp <4000 <= Restricao de Memoria

Limitacao de Horas : 72

As horas serdo gastar por todos os processamentos (de pacotes A, B, C e D), sendo
eles executados sequencialmente. Sabemos que cada unidade de A processada consome 1
hora e cada unidade de D processada consome 10 horas, por exemplo. Ora, se multiplicarmos
o numero de unidades processadas de A, B, C e D (x,, X, Xc € Xp) pelo seu consumo de horas
respectivo, teremos o numero de horas consumidas no total devido ao processamento:

Horas consumidas por pacotes A: 1 *x,

Horas consumidas por pacotes B: 7 * xp
Horas consumidas por pacotes C: 4 * xc
Horas consumidas por pacotes D: 10 * xp

Horas consumidas total: 1 * x, +7 * xg+4 * xc + 10 * xp

Mas a limitagdo de horas ¢ de 72, ou seja, podemos consumir qualquer nimero de
horas, desde que nao exceda 72. Podemos escrever isso da seguinte forma:

Horas necessarias: 1 * x4, +7 *xg+4 * x¢c + 10 * xp
Horas disponiveis: 72

Juntando ambeos...

1 *x,+7*xg+4*xc+10*x5<72 <= Restri¢ao de Horas

Limitacao de Unidades A, B, C e D: 10, 25, 3, 7 (respectivamente)

Além das restricoes de hora e memoria, temos também algumas restricdes na
quantidade maxima de cada tipo de unidade que podem ser processados. Por exemplo: so
existem 10 unidades A para serem processadas; nao faz sentido considerar o processamento
de uma décima primeira unidade A. Assim, podemos dizer que o numero de unidades
processadas de A, B, C e D (x4, X, Xc € Xp) deve ser inferior ou igual ao nimero de unidades
disponiveis:

XA < 10 <= Restri¢ao de Unidades A
Xg <25 <= Restri¢ao de Unidades B
Xc<3 <= Restri¢ao de Unidades C
Xp <7 <= Restri¢ao de Unidades D
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Condicao de Nao-Negatividade

Em programagdo linear, uma restrigdo sempre implicita ¢ a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir valores negativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdo praticamente sempre indicam quantidades... € quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao, incluimos quatro restrigdes no nosso modelo:

Xaz20;x520;xc20;xp20 <= Nao-negatividade

Modelo Final

Juntando a fung¢do objetivo com todas as restrigdes, temos o modelo matematico final
para nosso problema:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * xg + 350 * xc + 650 * xp

Restrigoes:

150 * x4 + 100 * xg + 500 * xc + 350 * xp <4000 <= Restricao de Memoria

1 *x,+7*xg+4*xc+10*xp<72 <= Restri¢ao de Horas

XA < 10 <= Restri¢ao de Unidades A
Xg <25 <= Restri¢ao de Unidades B
Xc<3 <= Restri¢ao de Unidades C
Xp <7 <= Restri¢ao de Unidades D
Xa20;x320;x>0;xp=>0 <= Nao-negatividade

Onde as variaveis de decisao sao x,, Xg, Xc € Xp.
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3. Solucao do Exercicio 3

Problema

3) (livro) Uma empresa do ramo de confecgdes estd considerando quanto deve
produzir de seus dois modelos de terno, denominados Executivo Master e Caibem, de forma a
maximizar o lucro. E impossivel produzir quanto se queira de cada um, pois existem
limitagdes nas horas disponiveis para costura em maquina e acabamento manual. Para a
costura, existe um maximo de 180 horas-maquina disponiveis e para o acabamento existe um
maximo de 240 homens-hora. Em termos de lucro unitario e produgdo, os dois modelos de
terno apresentam as seguintes caracteristicas:

a) Executivo Master
- Lucro unitario: R$ 120,00
- horas-maquina de costura por unidade: 2
- homens-hora de acabamento por unidade: 2
b) Caibem
- Lucro unitario: R$ 70,00
- horas-maquina de costura por unidade: 1
- homens-hora de acabamento por unidade: 4
Formule o problema como um modelo de programagao linear.

Solucao

O primeiro passo que auxilia muito na solucdo, ¢ fazer um pequeno quadro de
informagoes. Por exemplo:

Terno horas-maquina homens-hora Lucro Unitario
Executivo Master 2 2 120
Caibem 1 4 70
Disponivel 180 240 -

Neste problema, o objetivo ¢ claro: maximizar o lucro. Assim, teremos uma fungdo
objetivo de maximizacao. Mas como podemos descrever esta fungao objetivo em termos do
que temos?

Ora, temos o lucro que a venda de cada Executivo Master (EM) e Caibem (C) geram:
se uma unidade de EM for vendida, o lucro sera de R$ 120,00. Se uma unidade de C for
vendida, o lucro sera de R$ 70,00. Se considerarmos o numero de unidades de EM
transportadas como Xgy € 0 numero de unidades de C transportadas como xc, podemos dizer
que:

Lucro pela venda de EM = 120 * xgy
Lucro pela venda de C =70 * x¢

Lucro Total = 120 * xgy + 70 * x¢
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Ora, essa ¢, entdo, nossa fungdo objetivo, ja que queremos maximizar este lucro... E
XgM € Xc 20 as variaveis de decisdo. A fungdo objetivo pode ser formalizada como:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 120 * xgy + 70 * xc

Esta ¢ a primeira parte do nosso modelo, mas ele ainda esta longe de estar completo...
Afinal, da maneira que foi representado podemos definir um lucro infinito, e na pratica isso

nao ocorre! Como contornar isso? Impondo as limitagdes que o proprio problema apresenta:

- Limitagao de Horas-M4quina : 180
- Limitagcao de Homens-Hora : 240

Como podemos escrever isso? Vejamos uma por uma.

Limitacao de Horas-Maquina : 180

As horas-maquina serao compartilhadas pela producao dos ternos EM e C. Sabemos
que cada unidade de EM produzida gasta 2 horas-maquina e cada unidade de C produzida
gasta 1 hora-maquina. Ora, se multiplicarmos o numero de unidades produzidas de EM (xgm)
por 2, teremos o numero de horas-maquina consumidas pela produ¢do de EM e multiplicando
o numero de unidades produzidas de C (xc¢) por 1, teremos o numero de horas-maquina
consumidas pela produgao de C:

Horas-maquina gastos por EM : 2 * Xpum
Horas-maquina gastos por C : 1 *xc
Horas-maquina gastas : 2*xem+ 1 * x¢

Mas a limitacao de horas-mdaquina ¢ de 180, ou seja, podemos gastar qualquer numero
de horas-maquina, desde que nao exceda 180. Podemos escrever isso da seguinte forma:

Horas-maquina necessarias = 2 * xgy + 1 * X¢
Horas-maquina disponiveis < 180

Juntando ambos...
2% xem+ 1 *xc< 180 <= Restri¢ao de horas-maquina

Limitacao de Homens-Hora : 240

Os homens-hora serdo compartilhados pela produgdo dos ternos EM e C. Sabemos
que cada unidade de EM produzida gasta 2 homens-hora e cada unidade de C produzida gasta
4 homens-hora. Ora, se multiplicarmos o nimero de unidades produzidas de EM (xgy) por 2,
teremos o numero de homens-horas consumidos pela producdo de EM e multiplicando o
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numero de unidades produzidas de C (x¢) por 4, teremos o numero de homens-hora
consumidas pela produgao de C:

Homens-hora gastos por EM : 2 * Xpm
Homens-hora gastos por C : 4 * Xc
Homens-hora gastos : 2 *Xpm + 4 * Xc

Mas a limitacdo de homens-hora ¢ de 240, ou seja, podemos gastar qualquer numero
de homens-hora, desde que ndo exceda 240. Podemos escrever isso da seguinte forma:

Homens-horas necessarios = 2 * xgq + 4 * X¢
Homens-horas disponiveis < 240

Juntando ambeos...

2% Xpm+ 4 * x <240 <= Restri¢ao de homens-hora

Condicao de Nao-Negatividade

Em programagdo linear, uma restrigdo sempre implicita ¢ a de que as variaveis de
decisdo ndo podem assumir valores negativos. Isso faz todo o sentido do mundo, uma vez que
as variaveis de decisdao praticamente sempre indicam quantidades... € quantidades negativas
nao fazem sentido. Por esta razao, incluimos duas restrigdes no nosso modelo:

Xem = 0; X =0 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Modelo Final

Juntando a fungdo objetivo com todas as restrigdes, temos o modelo matematico final
para nosso problema:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 120 * xgy + 70 * xc

Restrigoes:

2% xpm+ 1% xc< 180 <= Restri¢ao de horas-maquina
2% Xpm+4 *xc<240 <= Restri¢ao de homens-hora

Xem = 0; Xc =20 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisao sao Xgym € Xc.
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Notas da Aula 05: Motivagao: Solugao Grafica de Problemas
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar graficamente a solugao de um problema de programacao linear.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. Ed. Pioneira, 2007.

Introducao

Apesar de nao ser qualquer tipo de problema de programagao linear que permite uma
solucao grafica, alguns deles permitem e a apresentacao deste tipo de solucao pode ser
bastante positivo para a compreensao dos problemas em si, da modelagem matematica e até
mesmo o funcionamento do algoritmo Simplex que sera apresentado nas proximas aulas.

Com este objetivo, esta aula serd devotada a resolucao grafica de um dos problemas

apresentados na segunda aula. Adicionalmente serdo feitos alguns comentarios com relagao a
analise dos resultados obtidos.

1. A Modelagem e Solucao

Problema (extraido de MOREIRA, 2006):

Uma fabrica produz dois produtos, A e B. Cada um deve ser processado por duas
maquinas, M; e M,. Devido a programacdao de outros produtos que também usam estas
maquinas, estdo disponiveis para os produtos A e B apenas 24 horas da maquina M, e 16
horas da maquina M,.

Para produzir uma unidade do produto A, sdo necessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir uma unidade do produto B, sdo necessarias 6 horas em M, e 2 horas
em M,. Cada unidade de A vendida gera um lucro de R$ 80,00 ¢ cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsao de demanda maxima de 3 unidades para B, mas nenhuma
restricdo de demanda para A. Deseja-se saber: quanto produzir de cada produto para
maximizar o lucro?

Modelo Final

Funcgao Objetivo:
[MAX] 80 * x, + 60 * xp

Sujeito a:

4*x,+6*x5<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x5<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
Xg<3 <= Restri¢ao de Demanda para B
Xa20;x520 <= Restri¢des de ndo-negatividade

Onde as variaveis de decisao sao X, € Xg.
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1.1. Solucao Grafica

Sempre que um problema de programagdo linear tiver apenas duas varidveis, sera
possivel resolvé-lo graficamente. Embora nao seja a forma mais rapida de resolver um
problema e seja um tanto limitada, ¢ uma maneira interessante de entender o mecanismo de
solucao de problemas de programagao linear.

A idéia por trds da solugdo grafica ¢ delimitar a drea em que todas as solugoes
possiveis se encontram e entdo buscar, neste espago - chamado Espaco de Solugdes - a
melhor solugao possivel.

Bem, se o desejado ¢ encontrar as solugdes possiveis e o que limita as solugdes sdo as
restricoes, entdo iremos usar estas ultimas para delimitar o espago de solugdes possiveis.
Vejamos em mais detalhe as restrigoes:

4*x,+6*x3<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x3<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
xp<3 <= Restri¢cao de Demanda para B
Xa20;x3=0 <= Restri¢des de ndo-negatividade

O primeiro passo ¢ desenhar um plano cartesiano, onde iremos tragar, uma a uma, as
areas representadas pelas inequagdes:

= M W kR o O~ R D O

=]
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Agora, tracemos a reta equivalente a primeira restri¢ao, 4 * x, + 6 * xg <24, que ¢ a
reta 4 * x, + 6 * xg = 24. A tabela para esta construgao ¢:

X (xa) Y (x)
0 6
4 0
Tragando esta reta no grafico, temos:
10
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Entretanto, nao se trata de uma equacao (que da a reta) e sim de uma inequacao, que
delimita um plano. A representagdo para a inequacao 4 * x, + 6 * xg < 24 ¢, entdo:

= M W R o O~ R D D
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Agora, vamos tragar a equagao relacionada a segunda restricao, 4 * x, + 2 * x5 < 16,
no mesmo grafico que foi tracada a reta anterior. Para facilitar a visualizacdo, foi eliminado
temporariamente o preenchimento da drea na proxima figura.

= M W = O O =~ B D O

\.“-’5};&”

=
kY
a

-1 0 41 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Entretanto, mais uma vez nao se trata de uma equacao e sim de uma inequagéo, que
delimita um plano. A representagao para a inequacao 4 * x, +2 * xg < 16 ¢, entdo:

= M W = O O =~ B D O
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Entretanto, note que uma parte da area permitida pela Restri¢ao 2 nao ¢ permitira pela
Restrigdo 1 (area acima da reta da restricdo 1 e abaixo da restrigdo 2). Assim, a area
permissivel pelas duas restricoes sera representada na proxima figura, mostrando como
acrescentar a restricao 2 reduziu o espago de solugdes:

"N

8 \‘%&u
>

i

6

5 !

]

3

2

1

0

-1

A terceira restricao ¢ mais simples: xg < 3. A equacdo associada ¢ x = 3, que sera
representada na proxima figura:

-~ Restricho 3

= M W = O O =~ B D O

L=
]
a
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E na proxima figura, serda marcada a area permissivel apenas pela restricao 3,
ignorando as outras duas restrigoes:

N8

8 \%&u

2

7

6

5

4

3 Restricio 3
2

1

0

-1

-1 0 41 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E agora, marcando apenas a area permissivel ao mesmo tempo por todas as trés
restrigoes:

N

8 \%&
=2

7

6

5

4

5 stricho 3

2

1

0

-1

-1 0 1 2 3 4 &5 6 F 8 9 10

Entretanto, ¢ possivel observar que a drea estd se estendendo por regides negativas
tanto no eixo X (x,) quanto no eixo Y (xg). Isto estd incorreto, ja que temos duas restricoes
adicionais: as restrigdes de ndo negatividade: x, > 0; xg > 0.
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No préximo grafico estdo tracadas as restricoes de nao-negatividade e a drea final ja
esta delimitada:

10
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Bem, assim temos delimitada toda a regiao de solugdes possiveis. Mas qual delas esta
correta? Bem, neste momento convém apresentar uma importante propriedade:

"A solucio otima de um problema esta em um dos pontos extremos da regiio
permissivel"

Em outras palavras, a solugdo 6tima estd em um dos "cantos" do espago de solucdes
possiveis. A tabela abaixo apresenta os diversos pontos extremos do grafico acima. Sua
determinagdo ¢ feita através das equagdes das retas que se cruzam para formar cada um deles:

Ponto X\ Xp Funcao Objetivo:
Extremo 80*x, + 60*xg
1 0 0 0
2 4 0 320
3 3 2 360
4 1.5 3 300
5 0 3 180

Pelos valores calculados para a fungdo objetivo, € possivel ver que o ponto extremo 3
(xa = 3 e xg = 2) tem a melhor solu¢do pois maximiza o lucro. Entretanto, esta ndo ¢ a unic
aforma de verificar a melhor solugdo. Pelo proprio grafico ¢ possivel avaliar qual ¢ o ponto
extremo da melhor solugdo, se plotarmos a familia de retas representada pela fungdo objetivo.
Por exemplo: 80*x, + 60*x; = 0, 80*x, + 60*x; = 180... e assim por diante, até
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encontrarmos o ultimo ponto da figura que a reta da fungdo objetivo toca, como indicado na
figura a seguir.

10—
P
8 %&‘J
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N\
6 Splugae
. %\ Atimea
s~ \ F]
RN\
N . |
5 | Restricho 3
1 S
REE RNN2
. Jo 7
M

2. Analises Possiveis

Através da representacdo grafica dos problemas, podemos verificar porque algumas
solucdes indesejadas podem ocorrer. A seguir analisaremos algumas destas situagdes e
também veremos um pouco sobre o que ¢ uma "analise de sensibilidade".

2.1. Restricoes Incompativeis

Em alguns problemas podemos ndo ter solugao alguma (solugao impossivel), fato este
causado por incompatibilidade entre as restrigdes. Por exemplo:

[MAX] 1*x + 2*y

Sujeito a:

<< X
NV vV
W W A~

Certamente temos um problema aqui: y ndo pode ser, a0 mesmo tempo, maior ou
igual a cinco e menor ou igual a trés. Entretanto, a incompatibilidade nem sempre ¢ tao obvia.
E possivel observar no grafico a seguir como esta incompatibilidade de fato existe. Estio
pintadas as dreas permissiveis a partir de cada restricao: note como nao ha nenhuma area que
atenda simultanecamente as trés restri¢oes.
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Como ndo ha nenhum ponto extremo que obedeca as trés restrigdes, este problema é
de solugao impossivel.

2.2. Solucao sem Fronteiras

Se temos um problema como o apresentado a seguir:
[MAX] I*x +2*y

Sujeito a: 4
5

A\ARV

X
y
Temos um problema chamado "Solucao sem Fronteiras". O que isto significa? Que

nao ha um maximo definido para a fungao objetivo, ela pode ser tdo grande quanto se deseje,
ja que seu valor aumenta com o crescimento de X e Y e ambos tém seu maximo ilimitado.

No gréfico a seguir, esta situacao € representada, valendo a pena notar que as regioes
sombreadas ndo se limitam a area apresentada, estendendo-se infinitamente para cima e para
a direita. Por esta razdo, nao ¢ possivel identificar o ponto extremo de maximo, que se daria
justamente quando X e Y tiverem o valor infinito. Note que este ¢ um problema que fere um
dos principios da programacao linear, que ndo serve, obviamente, para resolver problemas
ilimitados como o apresentado pelo modelo matematico acima representado.

-
(=]

= M W A W D N D
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2.3. Restricoes Redundantes

Se temos um problema como o apresentado a seguir:

MAX] 1*x + 2*
y

N

Sujeito a:

N
[SSERV RN N

X
y
y

N

Temos o que chamaos de restrigoes redundantes, no caso, para a variavel Y. A
restri¢do y < 3 claramente ja "inclui" a restricdo y < 5, uma vez que se y < 3 for respeitada,y
< 5 também sempre o sera.

A representacao deste problema em grafico pode ser visualizada na proxima figura.
Convém observar, entretanto, que este ndo ¢ um "problema" em si, ja& que nao atrapalha a
solucao do problema de programagao linear.

E interessante, porém, eliminar as restrigdes redundantes que se identifique, a fim de
simplificar o problema matematico a ser resolvido.

-
(=]

M oW R MO~ D

-

2.4. Solucoes Alternativas

Em alguns problemas ¢ impossivel determinar um tnico ponto de extremo que seja a
solucao dtima. isso ocorre na situacdo em que a reta que representa a funcao objetivo €
paralela a uma das restri¢cdes. Por exemplo:
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[MAX] 1*y
Sujeito a: x<4
y<5

A representacao grafica a seguir mostra que, quando a reta da funcao objetivo toca o
extremo da area de solugdes possiveis, um segmento de reta inteiro fica marcado (e nao
apenas um ponto). Por esta razdo, existem infinitas solugdes 6timas para este problema, sendo
qualquer uma delas aceitavel de acordo com o modelo matematico apresentado.

10
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2.5. Analise de Sensibilidade

Normalmente, quando obtemos uma solugdo 6tima para um problema, temos uma
preocupacao adicional: a solugdo encontrada serd implementada na pratica. Bem, mas por que
razao isso € um problema?

Bem, ocorre que alguns parametros que especificamos no modelo podem nao ser
muito precisos. Por exemplo, no exercicio apresentado, o numero de horas disponiveis da
Madaquina 1 foi apresentado como sendo 24 horas. Mas o que ocorreria se, por algum
problema, ficassem disponiveis apenas 23 horas da mdaquina M1? Isso mudaria muito a
solucao? Qual seria esta mudanga? Teriamos que reprogramar as operagcoes para maximizar
lucro?

Da mesma forma, uma empresa concorrente poderia colocar no mercado um produto
similar ao nosso, fazendo com que o pre¢o de um de nossos produtos caisse. Neste caso, sera
que a operagdo da nossa fabrica precisa ser reajustada? Até que valor seria possivel abaixar o
preco de nosso produto sem a necessidade de alterar a programagao de produgao?
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Estas analises podem ser feitas também com analises graficas. Entretanto, deixaremos
este tipo de andlise mais para o futuro, quando a modelagem e o processo de solugdo de
problemas ja for melhor compreendido por todos.

3. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 06: Modelagem na Forma Padrao para o Simplex
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar as modificagdes na modelagem matemadtica necessarias para a
especificagdo de um modelo na forma padrao.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

A solugdo grafica para problemas de programagao linear, vista nas aulas anteriores, ¢
bastante elucidativa. Entretanto, ¢ uma forma desajeitada de resolver problemas, além de se
tornar complexa ou impossivel de ser aplicada para problemas com mais de duas variaveis de
decisao.

Uma forma alternativa € o uso do Método Simplex para a resolugao dos problemas de
programacao linear. O Método Simplex ¢ um método sistematico, baseado em um fableau,
onde indicamos todos os dados do problema e, realizando algumas operacoes, encontramos a
solugdo otima.

Embora o Simplex use cdlculos bastante simples, sua seqiiéncia ¢ bastante tediosa.
Esta caracteristica faz com que seja interessante criar programas para resolver problemas pelo
Meétodo Simplex. Entretanto, ¢ necessario aprender todos os passos do Simplex, verificando
suas qualidades e quando surgem problemas, possibilitando uma correta interpretagdo dos
resultados quando a solugdo por encontrada por meio de um software.

Porém, apesar de termos visto, nas aulas anteriores, a maneira de converter um
problema real em um modelo matematico, tais modelos ainda ndo estdo corrretamente
preparados para sua resolugdo pelo Simplex. Para que o modelo mamtematico se adapte as
necessidades do Simplex, ainda precisamos fazer algumas modificagdes em sua forma, sem
alterar o seu significado matematico. A forma final, pronta para o Simplex, ¢ chamada de
Forma Padrao.

1. Requisitos do Simplex para a Modelagem

O primeiro problema que teremos ao pensar em usar Simplex ¢ que o Método
Simplex faz algumas exigéncias com relagao aos dados; em especial, para que o método seja
iniciado, precisamos encontrar uma solucdo inicial que seja possivel. A forma como
encontraremos essa solugdo implicara em algumas mudangas nas restrigoes.
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Adicionalmente, o M¢étodo Simplex exige que nao tenhamos qualquer tipo de
inequagdes como restricoes (com < ou =), apenas equagdes como restricoes (com sinal =).
Apesar de isso parecer restritivo, veremos truques que permitem fazer com que
transformemos as inequagdes em equacdes sem mudarmos seu significado matematico.
Veremos neste aula como lidar com restricoes do tipo < € em aulas posteriores analisaremos o
caso das restrigdes <, além de vermos que mesmo as restri¢oes de igualdade precisarao de um
pequeno ajuste.

Além disso, todas as varidveis do problema precisam estar presentes em todas as
restrigdes € na fungdo objetivo. Como ja vimos, isso nem sempre ocorre "naturalmente”, ja
que freqlientemente algumas restrigdes envolvem apenas uma ou duas variaveis. Neste caso,
também a solugdo sera simples e nada serd modificado no significado matematico das
restrigoes.

Uma outra restri¢cao ¢ que "nenhum lado direito"” as restri¢gdes seja menor que zero. O
que ¢ o "lado direito" de uma restricao? Simples: se movermos todas as variaveis para o lado
esquerdo, e todos os numeros constantes para o lado direito, em geral termos um ndmero
(uma constante) solitaria do lado direito. Isto € que chamamos de "lado direito".

XatXxgt+t7=yatys

XatXp-ya-ys=-7

Neste caso, "-7" ¢ o lado direito... e, neste caso, ele esta melhor que zero. O Simplex
ndo aceita uma restricdo nesta forma e, por isso, veremos uma maneira de corrigir este
problema, sem alterar o significado matematico da restri¢do.

Finalmente, algo que nao faz parte da "forma padrao”, mas que também ¢ uma
modificacdo dos dados do modelo (sem alterar seu significado matematico), ¢ a
transformagdo de uma "minimizagdo" em "maximizagao". Isso € util para que possamos
aprender apenas o Método Simplex para maximizar e, sempre que encontrarmos um
problema de "minimizacao" o transformaremos no problema de "maximizagao" equivalente.
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2. A Modelagem

Voltando ao Problema extraido de MOREIRA (2006):

Uma fabrica produz dois produtos, A e B. Cada um deve ser processado por duas
maquinas, M; e M,. Devido a programagdao de outros produtos que também usam estas
maquinas, estdo disponiveis para os produtos A e B apenas 24 horas da maquina M, e 16
horas da maquina M,.

Para produzir uma unidade do produto A, sdo necessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir uma unidade do produto B, sdo necessarias 6 horas em M, e 2 horas
em M,. Cada unidade de A vendida gera um lucro de R$ 80,00 e cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsdao de demanda maxima de 3 unidades para B, mas nenhuma
restricdo de demanda para A. Deseja-se saber: quanto produzir de cada produto para
maximizar o lucro?

Modelo Final

Fungdo Objetivo:
[MAX] 80 * Xa + 60 * XB

Sujeito a:

4*x,+6*x3<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x3<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
1 *xp<3 <= Restri¢cao de Demanda para B

as variaveis de decisdo sdo X, € Xp € aqui nao iremos mais representar as restricoes de
nao-negatividade, porque elas sao implicitas no Simplex.

2.1. Resolvendo o Problema das Inequacoes

O que devemos fazer para eliminar as desigualdades, neste caso? Uma coisa ¢ certa:
nao podemos fazer isso:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 80 * x, + 60 * xp

Sujeito a (RESTRICOES INCORRETAS!):

4*x,+6*x5=24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x3=16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
1 *x5=3 <= Restri¢ao de Demanda para B

Simplesmente porque, se isso fosse feito, estariamos modificando o modelo de uma
forma que modifica o problema a ser resolvido. Em muitos casos, se fizéssemos o que foi
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indicado acima, o problema seria at¢ mesmo insoluvel. Suponhamos, por exemplo, que a
solucao dtima do problema original fosse x,=2 e x3=2. Neste caso, pela restricdo de hora de
M,, teriamos:

4*xX,+6%xp=24 => 4*¥2+6*2=24 => 8+12=24 => 20=24 1

Nao! 20 + 24! Como resolver a questao, entdo? A solugdo ¢ usar um pequeno truque:
acrescentar uma variavel a mais em cada restri¢ao:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 80 * Xa + 60 * XB

Sujeito a:

4*x, +6*x5+1*x5, =24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*xg+1*x5,=16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
1 *xg+1*x53=3 <= Restri¢ao de Demanda para B

Observemos agora que, mesmo com o sinal de igual (=), ndo estamos mais
restringindo as solugdes. Por exemplo, suponhamos novamente que a solugdo otima do
problema original fosse x,=2 e xp=2.

Agora, pela restri¢ao de horas de M, teremos:

4*x, +6*xg+1*x5 =24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*24+6*2+1%*x5,=24

8+ 12+ x5, =24

20 + xg, =24

Xg;1 =24 -20

X1 =4

Ou seja, na nossa solugdo suposta otima x,=2 e xp=2 implicou em um Xs; = 4, mas a
solucao voltou a ser possivel, ainda que tenhamos um sinal de igual. Mas o que representa
esta variavel xs; ? Ora, ela representa o numero de horas que sobraram da maquina M. xg; ¢
chamada uma variavel de folga. Folga, em inglés, ¢ Slack, dai o indice S na varidvel.

Repare, também, como as varidveis de folga também precisam obedecer as restricoes
de nao-negatividade, ja que nao faz sentido sobrar "-10 horas" da maquina M,, por exemplo.
Repare que o raciocinio todo acima pode ser realizado para as outras restricoes, envolvendo
Xs2 € Xs3.



Introdugdo a Pesquisa Operacional 5
Segundo Semestre de 2007

2.2. Resolvendo o Problema das Variaveis Faltantes

Este problema ¢ bem mais facil de ser resolvido: basta pegar o modelo matematico e
acrescentar em todas as varidveis faltantes em cada equacao com coeficiente zero. Assim, o
modelo que era:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 80 * x, + 60 * xp

Sujeito a:

4*x, +6*xg+1*x5 =24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x, +2*xg+1*x5=16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
1 *xg+1*x53=3 <= Restri¢ao de Demanda para B

Se torna:

Funcgao Objetivo:
[MAX] SO*XA+60*XB+0*X31+O*X52+0*Xs3

Sujeito a:

4*x,+6*Fxg+1*xg+0*x5,+0*x53=24 <= Restri¢ao M,
4*x, +2*xg+0*xg+1*x5,+0*x53=16 <= Restri¢ao M,
0*xa+1*x5+0*x5+0*xe+1 *x53=3 <= Restri¢cao B

2.3. Resolvendo o Problema de Lado Direito Negativo

Apesar de nao ser o caso deste problema, ha situagoes em que o lado direito de uma
restri¢do aparece com um valor negativo. Como foi, por exemplo, apresentado anteriormente:

XA+ Xg-Yya-ys=-7
O lado direito tem o valor negativo -7, e isso nao ¢ aceitavel. Neste caso, basta
multiplicar a restricdo toda por -1, invertendo todos os sinais e tornando o lado direito

positivo:

[Xa+Xp-Ya-Yp=-7]*(-1) => -Xp-Xpt+yatys=7

2.4. Transformando Problemas de Minimizacao em Problemas de Maximizacao

Apesar de existir um procedimento de calculo Simplex para minimizar uma fungao
objetivo, isso implicaria o aprendizado de dois procedimentos: o de maximizacao ¢ o de
minimizagdo. Para evitar este inconveniente, hda um "truque" muito simples que transforma
problemas de minimizagao em maximizagao, que ¢ a simples multiplicacao de toda a fungao
objetivo por -1.
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Desta forma:
{ IMIN]xo+Xxg-ya-ys | *(-1) => [MAX]-Xx-Xg+yatys

Sendo ambos os problemas matematicamente equivalentes (os valores calculados para
Xa, XB, Ya € Yp SE€rao iguais para ambas as fungdes objetivo).

3. Solucoes Basicas e Nao-Basicas: Encontrando uma Solucao Inicial

Retomemos o modelo matematico apresentado anteriormente:

Funcao Objetivo:
[MAX] SO*XA+60*XB+0*X31+O*X52+0*Xs3

Sujeito a:

4*x, +6*xg+1* x5 +0*x5,+0*x53=24 <= Restri¢ao M,
4* X, +2*Fxg+0*xg+1 *x5,+0*x53=16 <= Restri¢ao M,
O0*xa+1*x5+0*x5+0*xe+1*x53=3 <= Restricao B

Observando esta formaulagdo, ¢ possivel verificar que temos 5 incdgnitas e apenas 3
equagdes. Como temos mais incognitas do que equagdes, o problema ¢ indeterminado, isto €,
ndo ¢ possivel determinar uma solucdo unica para ele. Entretanto, se escolhermos duas
variaveis quaisquer e fixarmos seus valores, teremos entdo 3 equagdes e 3 incognitas,
tornando-se um sistema determinado, possibilitando o célculo das variaveis restantes.

Por facilidade nas contas, fixaremos os valores das duas variaveis escolhidas como
sendo 0 (zero). As varidveis escolhidas arbitrariamente para terem seu valor definido como
zero formam o que chamamos de "solugdo nao-bdsica" e as varidveis restantes, cujos valores
foram calculados, formam a chamada "solugdo basica". Note que a solugdo basica definida
desta forma pode nao ser vidvel, isto €, desrespeitar as restricdes previamente impostas.

Na aula anterior vimos a area de solugdes possiveis para este problema:
1

L
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Ainda na aula anterior, vimos que a solugdo dtima estava sempre num ponto extremo.
Assim, para verificar um resultado interessante, vamos analisar os valores das varidveis nos
pontos extremos, sendo o ponto A o ponto (0,0) e os pontos B, C, D e E sao seqiienciais, no
sentido horario:

Ponto XA XB Xs] st XS3
A 0 0 24 16 3
B 0 3 6 10 0
C 1,5 3 0 4 0
D 3 2 0 0 1
E 4 0 8 0 3

Observe que em todos os pontos extremos ha sempre duas variaveis iguais a zero!
E os pontos extremos também representam todas as solugcoes basicas possiveis.

Assim, pode-se dizer, de forma genérica, que sempre que tivermos um problema de

programacdo linear com n incdgnitas e m equagdes, em todos os extremos da regido de
solucdes possiveis teremos (n-m) incognitas com valor igual a zero.

3.1. A Solucao Inicial

Como futuramente precisaremos encontrar sempre uma solugao inicial, convém
analisarmos como encontrar tal solugado inicial.

O primeiro aspecto ¢ que nao convém que a solugdo inicial seja complexa, o que a
tornaria de dificil célculo. E desejavel que a solugdo inicial seja a mais simples possivel.
Adicionalmente, se esta solugdo inicial puder ser similar para todos os problemas, tanto
melhor.

Curiosamente, existe uma solu¢ao inicial que se encaixa em todas estas
caracteristicas. E ¢ uma solucao tdo simples e comum que a chamamos de "solugao trivial":
se arbitrarmos que as varidveis de decisdo originais valem ZERO, tornando-as variaveis
néio-basicas (fora da solugdo), teremos uma solu¢ao de cdlculo imediato para o problema.
Vejamos:

Funcgao Objetivo:
[MAX] SO*XA+60*XB+0*X31+O*X52+0*Xs3

Sujeito a:
4*XA+6*XB+ 1 *X51+0*X52+0*X53=24 <=RestriQ50M1
4*x, +2*Fxg+0*xg+1* x5, +0*x53=16 <= Restri¢ao M,

O*XA+1*XB+0*X51+0*X52+1*X53=3 <=ReStriQ50B
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As varidveis de decisdo sao x, € xg. Tornemo-as iguais a zero: x, = xg = 0.
Substituindo os valores de x, € Xg nas restri¢coes, teremos:

4*0+6*0+1*xq+0*x5+0*x53=24 <= Restri¢ao M,
4*O+2*O+0*X51+1*X52+0*X53=16 <=RestriQ50M2
0*0+1*0+0*x5+0*x,+1*x53=3 <= Restricao B

Resolvendo os célculos, isso pode ser reescrito da seguinte forma:

0+0+x5;+0+0=24 <= Restri¢ao M,
0+0+0+x5,+0=16 <= Restri¢ao M,
0+0+0+0+x53=3 <= Restricao B

Ora, limpando este monte de zeros, teremos:

Xg =24 <= Restri¢ao M,
Xs =16 <= Restri¢ao M,
Xs3 =3 <= Restricao B

E, como haviamos arbitrado, x, = xg = 0. Estes cinco valores compdem a solugdo
inicial (que, normalmente, ndo ¢ uma solugdo 6tima).

4. Exercicio L2

Sobre os problemas da L1 (disponiveis em http:/www.caetano.eng.br/aulas/fb/IPO/ ,
no arquivo das aulas 2 e 3):

1. Coloque os trés problemas modelados na L1 na forma padrao.
2. Encontre as solugdes iniciais, variaveis basicas e nao basicas para cada um deles.

Entrega na proximas aula. Vale nota.

6. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 07: Modelagem na Forma Padrao para o Simplex
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Resolver a segunda lista de exercicios, sedimentando o processo de
modelagem matematica.

Bibliografia:

- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Resolucao do Exercicio 1.2

1. Coloque os trés problemas modelados na L1 na forma padrao.

Problema 1
Modelagem original do primeiro problema:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 150 * x4 + 72 * xp

Restrigoes:
60 * x5 +25 * x5 <300 <= Restri¢ao de volume
1 *¥x,+8*xp<50 <= Restri¢ao de peso

a) Eliminando as desigualdades das Restricoes

Como temos duas restrigdes do tipo menor ou igual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando variaveis de sobra em cada uma das restri¢des:

60 * x5 + 25 * x5 < 300 => 60 * X +25 % x5+ 1 * x5 =300
1 ¥x,+ 8 *x5<50 => 1 #xa+8*xg+1*x5 =350

Onde xg; significa o volume ndo utilizado do navio e Xs, o peso livre do navio.

b) Fazendo com que todas as equacdes tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equagdes as variaveis faltantes, com coeficiente zero:

[MAX]lSO * Xa + 72 * Xg + 0* Xg 0* Xs2
6O*XA+ 25*XB+ 1*X51 O*XSQ =300
I*XA+ 8*XB+ 0*X31 I*st =50
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Problema 2
Modelagem original do segundo problema:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 100 * x5 + 500 * xg + 350 * xc + 650 * xp

Restrigoes:

150 * x4 + 100 * xg + 500 * xc + 350 * xp <4000 <= Restricao de Memoria

1 *x,+7*xg+4*xc+10*xp<72 <= Restri¢ao de Horas

XA < 10 <= Restri¢ao de Unidades A
Xg <25 <= Restri¢ao de Unidades B
Xc<3 <= Restri¢ao de Unidades C
Xp <7 <= Restri¢ao de Unidades D
Xa20;x320;xX=0;xp=>0 <= Nao-negatividade

a) Eliminando as desigualdades das Restricoes

Como temos duas restricoes do tipo menor ou igual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando varidveis de sobra em cada uma das restrigoes:

150*x,+100*x5+500*x+350*xp <4000 => 150*x,+100*x5+500*xc+350*xp+xs; = 4000

1 *x,+7*xg+4*xc+10*xp<72 => 1 *x,+7*xg+4*xc+10*xp+ x5, =72
1*x, <10 => 1 * x4 +Xx53=10

1 *x5<25 => 1 * xg + Xg4 =25

1 *xc<3 => 1 *xc+Xxg5=3

1 *xp<7 => 1 *xp+xg56=7

Onde x, significa o numero de pacotes A a serem processados, Xp significa o nimero
de pacotes B a serem processados, xc significa o numero de pacotes C a serem processados,
Xp significa o numero de pacotes D a serem processados.

b) Fazendo com que todas as equacOes tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equagdes as varidveis faltantes, com coeficiente zero:

[MAX] 100*x, + 500%x5 + 350%xc + 650*xp + 0%Xxg; + 0¥xg + 0%Xg3 + 0%Xgy + 0%Xg5 + 0¥Xg4
150*x, + 100*x5 + 500*xc+ 350*xp+ 1*Xg; + 0*Xg + 0% xXg3 + 0¥Xgy + 0%Xgs + 0*xg6 = 4000
1*x0+  7*xg+  4%xc+ 10%xp + 0%xg, + 1¥Xg, + 0%Xg3 + 0%Xgy + 0*xgs + 0%xg6 = 72
1*x0+  0*xg+  0*xc+  0*xp+ 0*xg + 0%xg, + 1*Xg3 + 0¥xgy + 0%*Xgs + 0¥xg6 = 10
0*x,+  I*xg+  O0*xc+  0*xp+ 0*xg + 0%Xg, + 0%xg3 + 1¥Xg4 + 0*xgs + 0%xg6 = 25
0*x,+ O0*xg+ 1*xc+  0*xp+ 0%*xg + 0%Xg, + 0%xg3 + 0%Xgy + 1¥Xg5 + 0%Xg6 = 3
0*x,+ O0*xgt+  O0*xc+  1*xp+ 0%*xg + 0%Xg, + 0%xg3 + 0%Xgy + 0%xgs + 1*Xg6 = 7
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Problema 3
Modelagem original do terceiro problema:

Fungdo Objetivo:
[MAX] 120 * xgy + 70 * xc

Restrigoes:
2*xem+ 1 *xc< 180 <= Restri¢ao de horas-maquina
2% Xpm + 4 * x0 <240 <= Restri¢ao de homens-hora

a) Eliminando as desigualdades das Restricoes

Como temos duas restrigdes do tipo menor ou igual, podemos transforma-las em
igualdades acrescentando variaveis de sobra em cada uma das restri¢oes:

180 => 2% xXpmt+ 1 *¥xc+ 1 *x5 =180
240 => 2% xXpm+4 * xc+ 1 * x5, =240

Onde xg, significa o numero de horas/maquina ndo usado e xs; o numero de
homens/hora nao usados.

b) Fazendo com que todas as equacOes tenham todas as variaveis

Basta acrescentar em todas as equagdes as varidveis faltantes, com coeficiente zero:
[MAX]IZO * Xgm T 70 * Xc + 0* Xg1 t+ 0* Xs2

2*XEM+ I*Xc+ I*XSI O*XSQ =180
2% Xgm Tt 4 *Xc+ 0* Xs1 1* Xs2 =240

2. Encontre as solucoes iniciais, variaveis basicas e nao basicas para cada um.

Problema 1
[MAX]150 * x, + 72 * xp + 0 *xg, + 0 * xg
60 * x, + 25 * xg + 1 * xg 0 * xg =300
1 *x5+ 8 *xp+ 0* xg; 1* xg =50

Solucgao inicial: x4 = xg = 0; Xg; = 300; X5, = 50
Variaveis nao-basicas: X, € Xg
Variaveis basicas: Xg; € Xg»
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Problema 2
[MAX] 100%*x, + 500%xp + 350%xc + 650*xp + 0%X5; + 0%Xgy + 0%Xg3 + 0%Xg4 + 0%Xg5 + 0%Xg4
150*x, + 100*x5 + 500*xc+ 350*xp+ 1*xg; + 0*xXg, + 0*xg3 + 0¥Xg4 + 0%xgs + 0¥xg6 = 4000

1*x4 +  7*xp+  4*xc+ 10*xp + 0%xg; + 1¥xg, + 0%Xg3 + 0¥Xg4 + 0%Xgs + 0*xge = 72
1*x4 + O0*xg+ O0*xc+  0*xp+ 0%xg; + 0%xg, + 1%Xg3 + 0%xgy + 0%Xgs + 0%xgs = 10
0*xp+ 1*xg+  O0*xc+  0*xp+ 0*xg + 0%xg, + 0%xg3 + 1¥xg4 + 0%Xgs + 0%xgs = 25
0*xa+ O*xg+ 1*xc+  0*xp + 0*xg + 0%xg, + 0%xg3 + 0*xgy + 1¥Xgs + 0%Xgs =3
0*xa+ O*xg+  O0*xc+  1*xp+ 0%xg + 0%xg, + 0%xg3 + 0*Xgy + 0%Xgs + 1¥xg6 = 7

Solucao inicial: XA =Xg=Xc=Xp=0;

Xs1 = 4000; x5 = 72; Xg3 = 10; Xg4 = 25; Xg5 = 3; Xg6 = 7
Variaveis nao-basicas: xu, Xg, Xc, Xp
Variaveis basicas: Xg;, Xs», Xs3, Xs4, Xs5, X6

Problema 3

[MAX]120 * xgy + 70 * xc + 0 *xg + 0 * xg,
2*xpmt+ 1 *¥xc+ 1 * xg; 0 * xg =180
2*xpmt+t 4 *Fxct 0* xq 1* xg, =240

SOlug:éO inicial: XEM = Xc = 0, Xg1 = 180, Xgy = 240
Variaveis nao-basicas: Xgy € Xc¢
Variaveis basicas: Xg; € Xg»

3. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Objetivo: Apresentar artificios para a resolugao de alguns problemas de modelagem.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I1.]: Ed.
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Introducao

Até o presente momento foram modelados e resolvidos problemas considerados "bem
comportados”, isto €, que de inicio ja possuiam praticamente todas as caracteristicas para que
funcionem bem com o Método Simplex (que veremos na proxima aula).

Assim como ja aprendemos a lidar com um dos problemas nas aulas anteriores, em
que precisamos das variaveis de folga para transformar as restricoes do tipo < em restrigdes
do tipo "=", algumas outras situagdes podem surgir e igualmente necessitarem de um "truque"
como o das variaveis de folga.

Nesta aula veremos alguns destes truques, em que situagoes eles sdo usados e a forma
de aplica-los.

1. Lado Direito das Restricoes Negativo

Como vimos anteriormente, o lado direito das restricdes ndo pode ser negativo.
Vamos relembrar como corrigir este problema. Se, ao modelar, tivermos equagdes do
seguinte tipo:

5X4 - 6Xg<- 17
2Xp+ 1X5>-3
S4X, - 4X5=- 16

Basta usar um truque simples: multiplicar todas as restricdes por -1, sembrando de
inverter o sinal das desigualdades:

[ SXA-6XB<- 17] *(-1) => -SXA+6XB>+17

[ 2XA+ IXB>-3] *(-1) => -2XA- IXB<+3
[-4XA-4Xp=-16] *(-1) => +4X +4Xp =+ 16

Lembre-se: apenas o lado direito nao pode ser negativo. Os coeficientes das variaveis
podem.
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2. Restricoes do Tipo >

Este tipo de restricdo ¢ bastante comum em problemas de minimizagdo, embora
aparega também em alguns problemas de maximizagao.

Assim como fomos obrigados a fazer modificagdes nas restri¢des do tipo <, com as
variaveis de folga, no caso das restri¢gdes do tipo > teremos que usar também algum tipo de
variavel de ajuste.

Pense, por exemplo, na restri¢cao abaixo:
4X, + 10Xp > 45

Qualquer valor de X, e X que tornem a soma maior ou igual a 45 tera resolvido o
problema. Por exemplo, se X,=4 e Xz=3, temos

4*4 + 10*3 =16 + 30 = 46 que ¢ maior ou igual a 45.

Assim, podemos dizer que X =4 ¢ X=3 ¢ uma solugdo possivel para o problema.
Mas, quando transformamos a inequagao em uma equagao, o problema surge:

4X, + 10Xp =45

Esta eqliagdo nao mais admite X =4 e Xp=3 como resposta (porque 46 ndo ¢ igual a
45), significando que modificamos o problema original... e, por causa de nosso objetivo final
- que ¢ o de resolver o problema real - ndo podemos realizar mudangas na modelagem que
modifiquem o problema! A solugdo aqui, similar ao ja visto no caso da restri¢dao do tipo <, ¢
usar uma variavel a mais, s6 que agora ela aparecera do lado direito:

4X, +10Xg > 45 => 4X,+ 10Xp =45 + Xg

Sempre poderemos escolher um valor de Xg que torne a igualdade verdadeira. Esta
variavel ¢ chamada de variavel de excesso, que pode ser encarada como uma variavel de folga
negativa, ou uma "varidvel de falta":

4XA + IOXB =45+ XE => 4XA + IOXB -XE =45

Infelizmente isso ndo resolve nosso problema, novamente por causa da tal solugdo
inicial em que zeramos as variaveis de decisdo (X, € Xg, no caso) para encontrar uma solucao
possivel. Vejamos o que ocorre neste caso, ao fazer X, = Xg = 0:

4XA + IOXB -XE =45=>4*0+ 10*0 -XE =45 => -XE =45=> XE =-45

Mas Xg ndo pode ter um valor negativo! Como resolver este problema?
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Neste caso o truque ¢ inserir outra variavel e dizer que X, = Xg = Xg = 0:

4XA+IOXB-XE+A1=45=>0+A1=45=>A1=45 OK!

Entretanto, esta variavel a ser inserida nao tem qualquer tipo de significado fisico, ela
¢ um artificio matematico para que possamos encontrar uma solucdo simples. Por esta razao,

este tipo de varidvel ¢ chamada de variavel artificial. Estas variaveis terao uma implicagao na
resolucdo do Simplex que veremos mais adiante.

3. Restricoes do Tipo =

Aparentemente, como queremos uma restricdo que seja uma igualdade, ao nos
depararmos com uma restricdo deste tipo temos a sensagdo que nada precisamos fazer.
Entretanto, isso nao ¢ verdade.

Voce ¢ capaz de se lembrar que um dos pré-requisitos para o Simplex € calcular uma
solucao possivel? Pois €. Esta solugdo era conseguida "zerando" as variaveis de decisao,
encontrando a solugdo "trivial". Vamos ver o que acontece ao "zerarmos" X, € Xp na
restricao abaixo:

4X,+4Xp =16 => 4*0+4*0=16 =>0=16 [2171?1?

Este resultado ¢ absurdo, correto? Entdo, para possibilitar encontrar uma solugao
inicial facilmente - sem causar este absurdo, da mesma forma que com as restrigoes do tipo >,
inserimos uma variavel artificial nas restri¢des do tipo igualdade, ou seja:

4X,+4Xg+ A =16 = 4*0+4*0+ A, =16 =>0=16-A,=> A, =16 OK!

Mais uma vez, o uso de variaveis artificiais traz implicagdes no Simplex.

4. Implicacoes dos Artificios de Modelagem na Funcao Objetivo

Assim como modificivamos a Fungdo Objetivo com as varidveis de folga,
inserindo-as com coeficiente 0, também as varidveis de excesso entrardo na Fungdo Objetivo
com coeficiente zero, pela mesma razao anterior: para que todas as varidveis aparecam na
Fungdo Objetivo.

Mas, e as varidveis artificiais? Bem, como o proprio nome diz, estas varidveis nao
fazem parte do problema, sdo apenas um artificio para facilitar o calculo de uma solugao
inicial de forma simples, para que possamos dar partida no Simplex. Por esta razao, ¢ preciso
garantir no método Simplex que estas varidveis sejam retiradas da base.
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Para fazer isso, existem dois mecanismos:

1) O Método do M grande, onde as variaveis artificiais entram "prejudicando” a
Fungao Objetivo na propor¢do de um valor M maior que qualquer outro valor existente no
problema;

2) O Método das Duas Fases, sendo que na primeira fase substituimos a fungao
objetivo pela minimizagdao da soma de todas as varidveis artificiais e, ao obter o resultado
final, voltamos a fung¢ao objetivo original e continuamos a resolver o problema.

O primeiro método pode ser visto no livro, e envolve algumas mudancas no
procedimento de céalculo. O segundo método ¢ um pouco mais longo (pois envolve duas
solucdes seqiienciais), mas o procedimento ndo sera diferente do que veremos no calculo do
Simplex tradicional. Ambos os métodos fogem ao escopo deste curso.

5. Exercicio L3

Modele e apresente na forma padrao (pronto para o Simplex) o seguinte problema
abaixo:

1) Para realizar a instalacdo de terminais de computador, uma empresa pode usar os
esfor¢os de dois funcionarios: Pedro ¢ Jodo. O salario de Pedro ¢ R$ 25,00 por hora e o de
Joao ¢ de R$ 40,00 por hora. Pedro consegue instalar um terminal em meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessario instalar um total de 40 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo menos 10 deles. Sabe-se que nenhum dos dois funcionarios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagao.

1. Modele matematicamente o problema acima.
2. Coloque o problema na forma padrao, pronto para ser resolvido pelo Simplex.

6. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Introducao

A solugdo grafica para problemas de programagao linear, vista nas aulas anteriores, ¢
bastante elucidativa. Entretanto, ¢ uma forma desajeitada de resolver problemas, além de se
tornar complexa ou impossivel de ser aplicada para problemas com mais de duas variaveis de
decisao.

Uma forma alternativa € o uso do Método Simplex para a resolugao dos problemas de
programacao linear. O Método Simplex ¢ um método sistematico, baseado em um fableau,
onde indicamos todos os dados do problema e, realizando algumas operacdes, encontramos a
solugdo otima.

Embora o Simplex use cdlculos bastante simples, sua seqiiéncia ¢ bastante tediosa.
Esta caracteristica faz com que seja interessante criar programas para resolver problemas pelo
Meétodo Simplex. Entretanto, ¢ necessario aprender todos os passos do Simplex, verificando
suas qualidades e quando surgem problemas, possibilitando uma correta interpretagdo dos
resultados quando a solugdo por encontrada por meio de um software.

1. A Modelagem

Voltando ao Problema extraido de MOREIRA (2006) :

Uma fabrica produz dois produtos, A e B. Cada um deve ser processado por duas
maquinas, M; e M,. Devido a programacdao de outros produtos que também usam estas
maquinas, estdo disponiveis para os produtos A e B apenas 24 horas da maquina M, e 16
horas da maquina M,.

Para produzir uma unidade do produto A, sdo necessarias 4 horas em cada uma das
maquinas e para produzir uma unidade do produto B, sdo necessarias 6 horas em M, e 2 horas
em M,. Cada unidade de A vendida gera um lucro de R$ 80,00 ¢ cada unidade de B vendida
gera um lucro de R$ 60,00.

Existe uma previsao de demanda maxima de 3 unidades para B, mas nenhuma
restrigdo de demanda para A. Deseja-se saber: quanto produzir de cada produto para
maximizar o lucro?
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Cujo modelo final era:

Funcgao Objetivo:
[MAX] 80 * x, + 60 * xp

Sujeito a:

4*x,+6*x5<24 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
4*x,+2*x5<16 <= Restri¢ao do numero de horas de M,
1 *xp<3 <= Restri¢ao de Demanda para B

Sendo as variaveis de decisao x4 € Xg.

O primeiro problema que temos ao pensar em usar Simplex ¢ que o Método Simplex
faz algumas exigéncias com relacdo aos dados; em especial, quanto as restrigdes. Como
vimos anteriormente, o Método Simplex exige que os dados estejam na chamada "forma
padrdo". Assim, toda modelagem precisa ser transformada para a forma padrao antes que o
problema possa ser resolvido pelo Método Simplex.

Como visto em aulas anteriores, a forma padrao para este modelo ¢:

Funcgao Objetivo:
[MAX] SO*XA+60*XB+0*X31+O*X52+0*Xs3

Sujeito a:

4*x,+6*Fxg+1* x5 +0*x5,+0*x53=24 <= Restri¢ao M,
4*x, +2*Fxg+0* x5+ 1 *x,+0*x53=16 <= Restri¢ao M,
0*xa+1*x5+0*x5+0*xe+1 *x53=3 <= Restri¢cao B

2. Solucoes Basicas e Nao-Basicas

Pela formulagdo anterior, ¢ possivel verificar que temos 5 incdgnitas e apenas 3
equagdes. Como temos mais incognitas do que equagdes, o problema ¢ indeterminado, isto €,
ndo € possivel determinar uma solugao unica para ele.

Entretanto, se escolhermos duas varidveis quaisquer e fixarmos seus valores, teremos
entdo 3 equagdes e 3 incognitas, tornando-se um sistema determinado, possibilitando o
calculo das varidveis restantes, possibilitando encontrar a ja conhecida "solucdo inicial
viavel".

Por facilidade nas contas, fixaremos os valores das duas variaveis escolhidas como
sendo 0 (zero). As varidveis escolhidas arbitrariamente para terem seu valor definido como
zero formam o que chamamos de "solu¢ao nao-basica" e as variaveis restantes, cujos valores
foram calculados, formam a chamada "solu¢do basica". Note que a solucao bésica definida
desta forma pode nao ser viavel, isto €, pode desrespeitar as restrigdes previamente impostas.
Para corrigir esta situagdo, usamos os truques ja vistos anteriormente.
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Algumas aulas atras, vimos a area de solugdes possiveis para este problema:
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Ainda naquela aula, vimos que a solugdo otima estava sempre num ponto extremo.
Assim, para verificar um resultado interessante, vamos analisar os valores das varidveis nos
pontos extremos, sendo o ponto A o ponto (0,0) e os pontos B, C, D e E sdo seqiienciais, no
sentido horario:

Ponto X4 Xz Xs1 Xs2 Xs3
A 0 0 24 16 3
B 0 3 6 10 0
C 1,5 3 0 4 0
D 3 2 0 0 1
E 4 0 8 0 3

Observe que em todos os pontos extremos ha sempre duas variaveis iguais a zero!E os
extremos também representam todas as solugoes basicas possiveis.

Assim, pode-se dizer que forma genérica que sempre que tivermos um problema de

programacao linear com n incognitas € m equagoes, em todos os extremos da regido de
solugdes possiveis teremos (n-m) incognitas com valor igual a zero.

3. O Método Simplex

A idéia por tras do Método Simplex explora justamente esta caracteristica que
acabamos de enunciar. A idéia € procurar o conjunto de variaveis que, quando igualadas a
zero, fazem com que o sistema tenha o maior valor na fung¢ao objetivo.

Para iniciar o Simplex precisamos de uma solugdo possivel, ainda que ela esteja longe
de ser a melhor solucdo. A partir desta solugdo, o método permite que "naveguemos" ao
londo dos extremos do espago de solugdes possiveis, até chegar a solugdo o6tima. O ponto de
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partida costuma ser a solugao trivial, ou seja, aquela em que a origem do espacgo ¢ a solugdo.
Em outras palavras, aquela em que as variaveis de decisio sao zero.

O Me¢étodo Simplex, entretanto, ndo ¢ "cego", isto ¢, nao explora os extremos do
espaco de solugdes de forma aleatoria. Da "solugdo trivial”, o processo ira para o proximo
extremo contiguo que fornecer o maior incremento na fungdo objetivo (no caso de um
problema de maximizagao).

Cada solugdo sera apresentada na forma de uma tabelinha denominada "tableau". Em
cada tableau serdo realizados alguns cdlculos que permitirdo gerar o proximo tableau, que
representa a proxima solucao (o extremo seguinte do espaco de solugdes possiveis). O
processo € repetido até que qualquer mudanga piore o resultado da fungdo objetivo, ao invés
de melhorar.

O algoritmo é¢:
1) Monta-se o tableau da solucao inicial, que corresponde a origem;
2) Aplicam-se calculos no tableau, cujo resultado ¢ um segundo tableau;

3) Realiza-se um teste para verificar se a solugao ¢ 6tima;
4) Caso nao seja, repetem-se os calculos no tableau, gerando o proximo tableau.

3.1. Exemplo de Aplicacao do Método Simplex

Neste primeiro exemplo, vamos resolver o problema ja apresentado, que possuia
apenas restrigoes do tipo <, que ja foram devidamente convertidos para a forma padrao. O
modelo matematico na forma padrao encontrado anteriormente foi:

Funcgao Objetivo:
[MAX] SO*XA+60*XB+0*X51+0*X52+0*X53

Sujeito a:

4*x, +6*xg+1*xg+0*x5,+0*x53=24 <= Restri¢ao M,
4* X, +2*Fxg+0*xg+1 *x,+0*x53=16 <= Restri¢ao M,
O0*xa+1*¥x5+0*x5+0*xe+1*x53=3 <= Restricao B

Iremos agora construir o primeiro tableau.

3.1.1. Construcao do Primeiro Tableau

O primeiro passo € construir uma pequena tabela. O numero de linhas serd o nimero
de restricoes mais quatro. Assim, em nosso problema teremos uma tabela de 7 linhas. O
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numero de colunas ¢ igual ao numero de varidveis mais quatro, ou seja, €m nosso caso, 0
tableau tera 9 colunas. O aspecto do primeiro tableau deve ser:

80 60 0 0 0 Linha
¢ Variaveis X Xg Xs1 X2 X3 b; b; / a;
na Solucao
0 X1 4 6 1 0 0 24
0 X, 4 2 0 1 0 16
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Na primeira linha, temos a contribui¢ao de cada variavel para a fungao objetivo, sendo
que Xs; a Xs3 em nada contribuem, obviamente.

A segunda linha ¢ basicamente uma linha de titulo, contendo os nomes das variaveis e
algumas outras informagdes. A primeira coluna, ¢;, indica a contribui¢do de cada variavel na
solugdo para o valor da fungdo objetivo. No caso, as variaveis na solu¢do nada contribuem na
funcao objetivo. A segunda coluna, variaveis na solucio, indica quais varidveis estdo na
solucao atual. No caso, sdo as varidveis de folga, pois serdo sempre as varidveis iniciais do
Simplex.

Ainda na segunda linha, aparecem os nomes das variaveis da funcdo objetivo e
restrigdes, além da coluna b;, que representa o lado direito das equagdes, ou seja, 0 "niimero
depois do igual" nas restrigoes da modelagem matematica. Finalmente, ha a coluna by/a;;, que
sera usada durante o calculo do Simplex.

Nas linhas seguintes temos os coeficientes de cada variavel, retirados diretamente do
modelo matematico, sendo que cada linha ¢ relativa a uma restricdo. Note que, como as
varidveis na solugdo sdo as varidveis de folga, o valor da coluna b; indica os recursos
disponiveis, ociosos, relativo a cada uma das variaveis de folga.

Finalmente, as duas ultimas linhas. As linhas Z ¢ C-Z sao também usadas no calculo.
A idéia ¢ indicar na linha Z quanto se retira da funcgdo objetivo por aumentar uma unidade
desta variavel. Ja a linha CZ indica quanto se acrescenta na fun¢ao objetivo por aumentar
uma unidade desta variavel.

Para preencher a linha Z, usaremos as linhas relativas as variaveis na solugdo.
Multiplicaremos todos os coeficientes das variaveis Xa, Xp, Xs1, Xs2 € Xs3, além de b; pelo ¢;
da linha. Feito isso para cada elemento das duas linhas, somam-se os resultados coluna a
coluna e o valor resultante ¢ o valor da linha Z:



Introdugdo a Pesquisa Operacional 6
Segundo Semestre de 2007

Passo 1: multiplicando os elementos da linha j pelo valor de ¢;

80 60 0 0 0 Linha
¢ Variaveis X Xg X1 Xs2 X3 b; b; / a;
na Solucao
0 X1 4*0) |6(*0) | 1(*0) |O(*0) |O0(*0) |24 (*0)
0 Xs, 4 020 [0*0) (1 C*0)|0(*0) | 16(*0)
0 Xs3 0(*0) |1 (*0)[0(*0))0(*0) |1 (*0)]| 3 (*0)
Linha Z
Linha C-Z

Passo 2: Somando os resultados coluna a coluna

80 60 0 0 0 Linha
C; Variaveis X X X X, X3 b; b; / a;;
na Solucao
0 X 4(0) 6 (0) 1(0) 0(0) 0 (0) 24 (0)
0 X2 4 (0) 2 (0) 0(0) 1 (0) 0(0) 16 (0)
0 Xs3 00 [ 10O | 0@ |00 | 1O | 3(
Linha Z 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0 | 0+0+0
Linha C-Z

Passo 3: Resultado da linha Z calculado

80 60 0 0 0 Linha
¢ Variaveis X Xg X1 Xs X3 b; b; / a;
na Solucao
0 X1 4 (0) 6 (0) 1(0) 0(0) 0(0) 24 (0)
0 X2 4 (0) 2 (0) 0(0) 1 (0) 0(0) 16 (0)
0 Xss 00 [ 10 0@ |00 | T@O | 3(
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z

O calculo da linha C-Z ¢ mais simples: basta subtrair o valor de Z correspondente a
cada varidvel do coeficiente da varidvel na fungdo objetivo:

Passo 4: Calculando C-Z

80 60 0 0 0 Linha
C; Variaveis X X X X, X3 b; b; / a;;
na Solucao
0 X 4 6 1 0 0 24
0 h, € 4 2 0 1 0 16
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80-0 60-0 0-0 0-0 0-0
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Passo 5: C-Z calculado

80 60 0 0 0 Linha
¢ Variaveis X Xg X1 Xs2 X3 b; b; / a;
na Solucao
0 X1 4 6 1 0 0 24
0 X, 4 2 0 1 0 16
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0

Agora nosso tableau estd completo. Mas como saber se esta solugao, na qual X,=0 e
Xg=0, é uma solugao 6tima?

Bem, como a linha C-Z indica o quanto € possivel aumentar na fungao objetivo com o
acréscimo de uma unidade em uma dada variavel, a solucdo O6tima terd sido encontrada
quando todos os valores na linha C-Z forem nulos (zero) ou negativos, indicando que nao
adianta aumentar uma unidade em varidvel nenhuma, o resultado da fungao objetivo nao
melhorard. Assim, a regra ¢: "Quando todos os valores da linha C-Z forem nulos ou
negativos, foi atingida a solucao 6tima".

No caso acima, temos valores positivos em duas colunas: na coluna do X, e do Xg,
indicando que ainda podemos melhorar a fungdo objetivo.

3.1.2. Construcao do Segundo Tableau

Para a constru¢ao do segundo tableau, precisamos selecionar duas coisas:

1) Uma variavel para entrar na solucao
2) Uma variavel para sair da solugdo

O primeiro problema ¢ de simples solugao: a variavel que entra é aquela cujo valor
de C-Z ¢ o mais alto (pois ¢ aquela que mais contribui com o aumento da fungao objetivo).
No nosso caso, essa variavel ¢ a X,, que apresenta um incremento de 80 por unidade na
fungao objetivo.

O segundo problema ja ¢ um pouco mais complicado e € agora que a coluna bj/a;
apresenta sua fungdo. Para o calculo, divide-se o b; de cada linha pelo coeficiente da variavel
que entra na solugdo. Considerando que bj ¢ a quantidade de um dado recurso disponivel e aij
¢ a quandidade deste recurso necessdria para cada unidade da varidvel que vai entrar, a idéia &
procurar qual das linhas € mais restritiva. No nosso caso, buscamos a restricao que limita
mais a produgao.

Em outras palavras, buscamos o menor valor de by/a;. A linha que tiver o menor
valor nesta coluna, indicard a variavel que sai (veja na coluna Variaveis na Solucao).
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Passo 6: Calculando by/a;

80 60 0 0 0 Linha
¢; Variaveis na Xa Xp Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / ay;
Solucao
0 ), & 4 6 1 0 0 24 24/4
0 X2 4 2 0 1 0 16 16/4
0 X3 0 1 0 0 1 3 3/0
Linha Z 0 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0
| I
Variavel que Entra Valor de b;

Passo 7: by/a;; calculado, identificada variavel que sai

80 60 0 0 0 Linha
¢; Variaveis na X Xg X1 Xsz X3 b; b; / a;;
Solucao
0 X1 4 6 1 0 0 24 6
0 X 4 2 0 1 0 16 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3 e
Linha Z 0 0 0 0 0
Linha C-Z 80 60 0 0 0
| I
Variavel que Entra Valor de b;

Ou seja, como o menor valor de by/a; € 4, a variavel que sai € a Xs,, entrando a
variavel X, em seu lugar. A linha da varidvel que sai recebe o nome de "linha principal” e o
elemento no cruzamento da coluna da variavel que entra com a linha principal ¢ chamado de
"elemento pivd", sendo que neste caso este elemento vale 4.

Agora, substituimos X, por X, (lembrando de substituir ¢j pelo coeficiente da
variavel que entra na fungdo objetivo), retiramos os valores da coluna bj/a;, das linhas Z e
C-X e, em seguida, teremos que recalcular todas as linhas do tableau. O primeiro passo €
dividir todos os elementos da linha principal pelo elemento pivo:

Passo 8: Recalculando a linha principal

80 60 0 0 0 Linha

¢; Variaveis na Xa Xz Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / a;;

Solucao
0 X1 4 6 1 0 0 24
80 Xa 4/4 2/4 0/4 1/4 0/4 16/4
0 X3 0 1 0 0 1 3

Linha Z

Linha C-Z
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Passo 9: Linha principal recalculada
80 60 0 0 0 Linha
¢; Variaveis na Xa Xz Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / a;;
Solucao
0 Xs1 4 6 1 0 0 24
80 Xa 1 12 0 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

referentes as variaveis XS1 e XS3. Vejamos linha por linha.

Recalculando Xg;:

O passo seguinte ¢ recalcular as outras linhas. Neste caso, as outras linhas sdo

Primeiramente, determinamos o pivo da linha da variavel Xs;, que € o cruzamento da

linha de Xs; com a coluna da varidvel que esta entrando, no caso, X,. No caso, este pivo
também vale 4.

Passo 10: Pivo da linha da variavel Xg;,

80 60 0 0 0 Linha
¢; Variaveis na Xa Xz Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / a;;
Solucao
0 X 4 6 1 0 0 24
80 Xa 1 172 0 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 0 3
Linha Z
Linha C-Z

A idéia é, entdo, subtrair de cada elemento da linha X, o valor do pivo desta linha

multiplicado peloo elemento correspondente da linha principal, como indicado no tableau

abaixo:

Passo 11: Recalculando a linha da variavel X

80 60 0 0 0 Linha

C; Variaveis Xa Xg Xs1 Xs, X3 b; b; / a;;

na Solucao
0 Xs1 4 -4*1 6 1-4%0 | 0-4*1/4 0-4*0 24 -4%*4

-4*1/2
80 Xa 1 1/2 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
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Passo 11: Linha da variavel Xg; recalculada
80 60 0 0 0 Linha
¢; | Variaveis X Xg X1 Xs, X3 b; b; / a;;
na
Solucao
0 X1 0 4 1 -1 0 8
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xs3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Recalculando Xg;:

Novamente, determinamos o pivo da linha, agora da variavel Xg;, que € o cruzamento

da linha de Xs; com a coluna da variavel que estd entrando, no caso, X. No caso, este pivo
vale 0.

Passo 12: Determinagao do pivo da linha X,

80 60 0 0 0 Linha
C; Variaveis X X X X, X3 b; b; / a;;
na
Solucao
0 X1 0 4 -1 0 8
80 X, 1 1/2 0 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z

Mais uma vez, subtrairemos de cada elemento da linha Xs; o valor do pivo desta linha

multiplicado pelo elemento correspondente da linha principal, como indicado no tableau
abaixo:

Passo 13: Recalculando a linha da variavel Xg;

80 60 0 0 0 Linha
C; Variaveis X Xg X1 Xs2 Xss b; b; / a;
na
Solugao
0 X1 0 4 1 -1 0 8
80 X, 1 1/2 0 1/4 0 4
0 Xg3 0-0*%1 | 1 -0*1/2 0 -0*0 0 -0*1/4 1 -0%0 3 -0%4
Linha Z
Linha C-Z
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Passo 14: Linha da variavel Xg; recalculada

11

80 60 0 0 0 Linha
C; Variaveis Xa X X1 Xz X3 b; b; / a;;
na Solucao
0 X1 0 4 -1 0 8
80 X 1/2 0 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
Agora nosso tableau esta atualizado e podemos recalcular a linha Z e C-Z:
Passo 15: Calculando a nova linha Z
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa X X1 X2 X3 b; b; / ay;
Solucao
0 X1 0(*0) | 4 (*0) | 1(*0) -1 (*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 X 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) 0 (*80) 4 (*80)
0 X3 0 (*0) | 1(*0) 0 (*0) 0 (*0) 1 (*0) 3 (*0)
Linha Z 0+80+0 | 0+40+0 | 0+0+0 | 0+20+0 0+0+0 0+320+0
Linha C-Z
Passo 16: Linha Z calculada e calculando a nova linha C-Z
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na X Xg X1 X X3 b; b; / ay;
Solucao
0 Xsi 0(*0) | 4 (*0) | 1(*0) -1 (*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 X, 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) | 0 (*80) | 4 (*80)
0 X3 0 (0) | 1(*0) | 0(*0) 0 (*0) 1 (*0) 3 (*0)
Linha Z 80 40 0 20 0 320
Linha 80-80 60-40 0-0 0-20 0-0
C-Z
Passo 17: Tableau 2 finalizado
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa X X1 Xz X3 b; b; / ay;
Solucao
0 X1 0(*0) | 4 (*0) | 1(*0) -1 (*0) 0 (*0) 8 (*0)
80 X, 1(*80) | 1/2(*80) | 0 (*80) | 1/4(*80) | 0 (*80) | 4 (*80)
0 Xs3 0 (C0) | 1(*0) | 0(*0) 0 (*0) 1 (*0) 3(*0)
Linha Z 80 40 0 20 0 320
Linha 0 20 0 -20 0

C-Z
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3.1.3. Construcao do Terceiro Tableau

Para a construgdo do terceiro tableau, novamente precisamos identificar a variavel que
vai entrar na solu¢do e a varidvel que vai sair da solugdo. O C-Z mais alto ¢ agora o da
variavel Xg, sendo ela a entrar na solugdao. Calculemos os bj/aij de cada linha, de forma a
identificar a varidvel que sai:

Passo 18: Indicagdo da varidvel que entra e variavel que sai

80 60 0 0 0 Linha

C; Var. na X Xg Xs1 Xs2 X3 b; b; / ay;

Solucio
0 X1 0 4 1 -1 0 8 8/4=2
80 Xa 1 12 0 1/4 0 4/0,5=18
0 X3 0 1 0 0 1 3 3/1=3

Linha Z 80 40 0 20 0 320

Linha 0 20 0 -20 0
C-Z

O menor valor de by/a;; foi 2, na linha de Xg;. Assim, ¢ esta a varidvel que sai, como
indicado no tableau anterior, sendo o pivo da linha principal o valor 4 também indicado.

Os proximos passos sao a substituigdo da varidvel, ajuste do c;, elimina¢dao dos
conteudos da coluna bj/a; e das linhas Z e C-Z, seguindo-se o recdlculo da linha principal,

dividindo todos seus elementos pelo valor do pivo:

Passo 19: Célculo da nova linha principal

80 60 0 0 0 Linha

C; Var. na Xa Xz Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / ay;

Solucio
60 Xg 0/4=0 | 4/4=1 1/4 -1/4 0/4=0 8/4=2
80 Xa 1 1/2 0 1/4 0 4
0 X3 0 1 0 0 1 3

Linha Z

Linha C-Z

Passo 20: Linha principal ja recalculada

80 60 0 0 0 Linha

C; Var. na X Xg Xs1 Xs2 X3 b; b; / a;;

Solucao
60 Xz 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 172 0 1/4 0
0 X3 0 1 0 0 1 3

Linha Z

Linha C-Z
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O pivo da linha X, ¢ 1/2. Recalculemos a linha de X,, subtraindo de cada elemento
dela o seu pivo multiplicado pelo elemento da linha principal:

Passo 21: Recalculando a linha X,

80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa Xz Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / ay;
Solucao
60 Xg 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 X 1-172*%0 | 1/2 -1/2*1 0 1/4 0-1/2*0 4
-172*%1/4 | -1/2*-1/4 -1/2%2
0 X3 0 1 0 0 1 3
Linha Z
Linha C-Z
Passo 22: Linha X, recalculada
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa Xp Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / ay;
Solucio
60 Xz 0 1/4 -1/4 0
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0
0 X3 0 1 0 0 1
Linha Z
Linha C-Z

O pivo da linha Xs; € 1. Recalculemos a linha de Xs;, subtraindo de cada elemento
dela o seu pivo multiplicado pelo elemento da linha principal:

Passo 23: Recalculando a linha Xg;

80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa Xp Xs1 Xs2 Xs3 b; b; / ay;
Solucao
60 Xg 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 Xa 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 X3 0-1*0 1-1*1 J 0-1*1/4 | 0-1*-1/4 1-1*0 3-1%¥2
Linha Z
Linha C-Z
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Passo 24: Linha Xg; recalculada

14

80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na X X X1 X2 X3 b; b; / ay;
Solucio
60 Xz 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 X 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 X3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z
Linha C-Z
Agora nosso tableau esta atualizado e podemos recalcular a linha Z e C-Z:
Passo 25: Calculando a nova linha Z
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa Xz X1 Xz X3 b; b; / a;;
Solucio
60 Xz 0(*60) | 1(*60) | 1/4(*60) | -1/4(*60) 0 (*60) 2 (*60)
80 X 1 (*80) | 0(*80) | -1/8(*80 | 3/8 (*80) | 0 (*80) 3 (*80)
)
0 X3 0 (*0) 0 (*0) | -1/4(*0) 1/4 (*0) 1 (*0) 1 (*0)
Linha Z 0+80+0 | 60+0+0 | 15-10+0 | -15+30+0 | 0+0+0 120+240+0
Linha C-Z
Passo 26: Calculando a nova linha C-Z
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa Xz X1 Xz X3 b; b; / a;;
Solucio
60 Xz 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 X 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 Xs3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z 80 60 5 15 0 360
Linha 80-80 60-60 0-5 0-15 0-0
C-Z
Passo 27: Tableau final
80 60 0 0 0 Linha
C; Var. na Xa X3 X1 Xz X3 b; b; / a;;
Solucio
60 Xz 0 1 1/4 -1/4 0 2
80 X 1 0 -1/8 3/8 0 3
0 X3 0 0 -1/4 1/4 1 1
Linha Z 80 60 5 15 0 360
Linha 0 0 -5 -15 0
C-Z

Como na linha C-Z nao ha qualquer valor maior que zero, esta ¢ a solucao otima. A
solucao ¢ indicada pelas varidveis na coluna "Varidveis na Solugdo" e seus respectivos
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valores estao na coluna b;, sendo que as variaveis que ndo estdao em nenhuma linha da tabela
tém, por defini¢do, valor igual a zero.

Assim, a solugdo 6tima para o problema ¢é:

Xa=3
Xp=2

Xs1 =0
Xs2=0
Xs3=1

O que significa que produziremos 3 unidades de A, 2 unidades de B, esgotando as
horas de maquina 1 e 2 disponiveis, mas ndo atendendo completamente a demanda de B.
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Notas da Aula 10: Resolugao da L3
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Resolver o problema da Lista 3, apresentando artificios de modelagem.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I1.]: Ed.

Thomson Pioneira, 2007.

Resolucao do Exercicio L3

Enunciado:

Modele e apresente na forma padrao (pronto para o Simplex) o seguinte problema
abaixo:

1) Para realizar a instalacdo de terminais de computador, uma empresa pode usar os
esfor¢os de dois funcionarios: Pedro ¢ Jodo. O salario de Pedro ¢ R$ 25,00 por hora e o de
Joao ¢ de R$ 40,00 por hora. Pedro consegue instalar um terminal em meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessario instalar um total de 40 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo menos 10 deles. Sabe-se que nenhum dos dois funcionarios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagao.

1. Modele matematicamente o problema acima.

Funcao Obijetivo:

Como queremos minimizar o custo de instalagao, a primeira coisa ¢ determinar como
podemos calcular este custo. Bem, temos dois funciondrios, sendo que ambos recebem um
valor especifico por hora. Assim, se designarmos:

xp = numero de horas trabalhadas por Pedro
x; = numero de horas trabalhadas por Jodo

Sabendo que o salario de Pedro ¢ R$ 25,00 por hora ¢ o de Jodo ¢ de R$ 40,00 por
hora, o custo de cada um dos funcionarios sera:

Pedro: 25 * xp (em reais)
Jodo: 40 * x; (em reais)

Assim, o custo total sera:
Custo = 25*xp + 40*x;
Como queremos minimizar o custo, a fun¢do objetivo fica:

[MIN] ZS*XP + 40*XJ



Introdugdo a Pesquisa Operacional 2
Segundo Semestre de 2007

Restricoes:

H4, basicamente, 4 restrigdes:

- Numero total de maquinas a instalar: 40

- Numero minimo de maquinas que serao instaladas por Pedro: 10

- Nimero maximo de horas de trabalho de Pedro: 8

- Nimero méximo de horas de trabalho de Jodo: 8

- Numero total de maquinas a instalar: 40

Primeiro ¢ preciso descobrir quantas maquinas Pedro e Jodo instalam por hora. Pelo
enunciado, Pedro instala um terminal em meia hora. Em outras palavras, ele instala 2
maquinas em uma hora. Como xp ¢ numero de horas trabalhadas por Pedro, o nimero total de
maquinas instaladas por Pedro é:

Maquinas Instaladas por Pedro: 2*xp

Da mesma forma, ¢ dito que Jodo instala uma maquina em 15 minutos, ou seja, ele
instala 4 maquinas em uma hora. Como x; ¢ nimero de horas trabalhadas por Jodo, o nimero
total de maquinas instaladas por Jodo ¢:

Maquinas Instaladas por Jodo: 4*x;

Assim, o total de maquinas instaladas ¢:

2*Xp + 4*XJ

Que deve ser exatamente igual a 40... ou seja:

2%xp + 4%x; =40 <= Restri¢ao do numero de maquinas a instalar.

- Numero minimo de maquinas que serdo instaladas por Pedro: 10
J& vimos que o numero de maquinas instaladas por Pedro 2*x,. O que esta restri¢ao
diz ¢ que este numero precisa ser pelo menos igual a 10, ou seja, ele ¢ maior ou igual a 10.

Assim:

2*xp > 10 <= Restricao do minimo de maquinas para Pedro
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- Numero maximo de horas de trabalho de Pedro: 8

Como xp ¢ 0 numero de horas trabalhadas por Pedro, este valor deve ser menor que 8:

Xp< 8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Pedro

x;<8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Jodao

Modelo Final

F.O.
[MIN] 25*xp + 40%*x;

S.A.:
2%*xp + 4%x; =40 <= Restri¢ao do numero de maquinas a instalar.
2%*xp > 10 <= Restri¢ao do minimo de maquinas para Pedro
Xp< 8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Pedro
x;< 8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Joao

2. Coloque o problema na forma padrao, pronto para ser resolvido pelo Simplex.

Primeiramente, vamos colocar variaveis de folga e excesso nas restrigdes do tipo < e >
respectivamente, sendo que apenas com isso as restrigoes ja podem se tornar igualdades:

F.O.: [MIN] 25%x, + 40%x,

S.A.: 2%xp  +4%*x =40 (&)
2*Xp - 1*xg, =10 (>)
1*xp + 1*xg =38 <)

1%x; + 1*xs, =38 )

Sinal Antigo ---A

Entretanto, este problema ainda ndo admite solucao direta para xp = x; = 0, algo que
desejamos para poder iniciar o Simplex. As restrigdes problematicas sdo aquelas cujos sinais
originais eram > ou =, uma vez que com a igualdade teremos resultados estranhos ao fazer xp
=Xj= 0:



Introdugdo a Pesquisa Operacional 4
Segundo Semestre de 2007

Assim, precisamos adicionar varidveis artificiais nestas restrigoes, de forma a tornar a
solugdo xp = x; = 0 possivel. Com isso, o problema fica:

F.O.: [MIN] 25*xp +40%*x,;

S.A. 2¥xp T 4%*x +1*a, =40
2*Xp - 1*xg, +1*a, =10
1*xp + 1%xg, =8

1%x; + 1*xg =8

Agora a modelagem estd quase completa, faltando apenas fazer com que todas as
variaveis aparecam em todas as linhas, o que ¢ conseguido acrescentando-as com coeficiente
zero onde elas ndo aparecem:

F.O.: [MIN] 25*xp + 40*x; + 0*xp;+ 0*xg+ 0*xg,+0*a; +0*a,

S.A.: 2*%xp  +4%*x; + 0*xp,+ 0%xg,+ 0*xg+1*a; +0*a, =40
2*%xp  +H0*x; - 1*xg + 0%xg+ 0*xg,+0*a; +1*a, =10
1*xp  +0*x; + 0%xp+ 1#xg;+ 0%xg,+0%a;, +0%a, =
0*xp 1%x; + 0*xp+ 0%xg,+ 1*x5,+0*a; +0*a, =38

O ultimo truque a ser aplicado ¢ a conversao de um problema de minimizagdo para
um de maximizagdo, bastando, para isso, multiplicar a fungdo objetivo por -1:

F.O.: [MAX]-25*%xp - 40%*x; - 0*xg; - 0%xg; - 0%xg, - 0*%a; - 0*a,

S.A.: 2*%xp  +4%*x; + 0*xp;+ 0%xg,+ 0*xg+1*a; +0*a, =40
2*%xp  +H0*x; - 1*xg, + 0%xg+ 0*xg,+0*a; +1*a, =10
1*xp  +0*x; + 0%xp+ 1#xg;+ 0%xg,+0%a;, +0%a, =
0*xp 1%x; + 0*xp+ 0%xg,+ 1*¥x5,+0*a; +0*a, =38

3. Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson
Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 10a: Ferramentas Computacionais
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar o uso do Excel/Solver para a resolu¢do de um problema de
otimizagao.

1. Apresentacao do Problema

1) Para realizar a instalagdo de terminais de computador, uma empresa pode usar os
esfor¢os de dois funcionarios: Pedro ¢ Jodo. O salario de Pedro ¢ R$ 25,00 por hora e o de
Joao ¢ de R$ 40,00 por hora. Pedro consegue instalar um terminal em meia hora (0,5 hora) e
Jodo em 15 minutos (0,25 hora). E necessario instalar um total de 40 terminais, sendo que
Pedro deve instalar pelo menos 10 deles. Sabe-se que nenhum dos dois funciondrios pode
trabalhar mais do que 8 horas em um dia. Deseja-se minimizar o custo total da instalagao.

Como ja foi visto, a modelagem matematica deste problema é:

F.O.: [MIN] 25*xp + 40%*x;

S.AA: 2%xp +4%*x;,=40 <= Restricao do numero de maquinas a instalar.
2*xp > 10 <= Restricao do minimo de maquinas para Pedro
Xp< 8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Pedro
x;<8 <= Numero maximo de horas de trabalho para Jodao

2. Usando o Computador para Resolver o Problema

Para resolver um problema deste tipo, existem inimeras ferramentas. Algumas delas,
as mais poderosas (LINDO, LINGO, GAMS, etc) exigem que o problema seja transformado
para a forma padrao antes de ser fornecido para o computador.

Entretanto, ha ferramentas mais simples no mercado, como aquela que vem no
proprio Excel, chamada Solver. O Solver ¢ uma biblioteca do Excel que implementa
algoritmos de programacdo linear e nao linear. Curiosamente, para o uso do Excel ndo ¢
necessario usar a forma padrao, como veremos a seguir.

2.1. Preparando a Planilha para o Uso do Solver

Ao abrir o Excel, temos uma planilha em branco. Mas podemos preenché-la de uma
forma a facilitar nosso trabalho para seu uso posterior no solver. A idéia ¢ listar
primeiramente todas as variaveis de decisdo, com seu nome e valor inicial (normalmente 0),
como apresentado na tela a seguir. Note que estdo marcados em amarelo os valores das
variaveis de decisdo.
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J@] Arquivo Editar Exbir Inseri Eormatar Ferramentss Dados Janela Ajuda _IE il
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1 i
i Variaveis de Deciséio
3 Xp |= 0
4 Xj = 0
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O préximo passo € representar a Fungao Objetivo, como na figura abaixo, lembrando
que no local onde aparece o valor da fungao objetivo ¢ preciso escrever a formula da mesma,
baseada no valor das células de decisao ja indicadas, sendo que Xp ¢ a célula D3 e Xj ¢ a
célula D4, a formula 25*x, + 40*x; fica:

= 25*D3 + 40*D4

Note que esta marcado em verde o valor da fungao objetivo.

J@J Arguivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela ajuda — | il
IDEE|SRY | spES - @ = A4 lwe - B 2A-2
F7 -] =]
TS = 2 = S =0 = = = |
1
[ 2 | Varidveis de Deciséo
3] e [ 0
4 X |= 0
| 5
5} Fungdoc Objetivo: —
7 [MIN] [ 0 l l
| 8 |
| S
10 -
[ «[» ¥} Plan1 /Flanz [ Flan3 / 4] | _»UJ
JDesenﬁarv [s C-j|AutgFormaSv B \DO“&'J'Q'E_S@ ’v’l
Pronto | | | | \ Iy

Falta agora representar as restricdes, sendo que elas devem ser representadas em 3
colunas: a primeira contém as formulas do lado esquerdo de cada restri¢dao, convertidas para o
formato Excel, a segunda contem o sinal (igual, maior ou igual, menor ou igual) e a terceira
contem o lado direito das restrigdes (o numero).
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O lado direito das restrigoes 2*xp + 4*x; = 40, 2*xp > 10, xp < 8 € x; < 8 ficam, no
formado do Excel, respectivamente:

= 2*D3 + 4*D4
=2%D3

=D3

= D4

Quando colocadas no Excel, as restrigoes deverdo ficar como na figura a seguir. Note
que os valores das restri¢des estdo em vermelho e os limites das restrigdes estdo em roxo.

J@_‘] Arquivo Editar Exibir Inseric Eormatar Ferramentas Dados Janela ajuda ;Iilil
DSWaRY|tEad v-o (&= s dlil@ewne -0 =2
Jg | =
e E e E T

Varidveis de Deciséo Restrigtes

Xp 0 = 40| Maguinas a Instalar
Xj 0 »= 10| Minimo para Pedro
My, Horas Pedro
Max. Horas Jodo

o|lo|o|o
M A
Inn
w | 0

Fungdo Objetivo:
[MIN] | 0

H

i 4y Db plant /Planz £ plana /. |« | _b”J
JDesenharvRG|AUTJ;FDrmaSv\\|:IO4‘@‘&_vivé-5%§.i‘|-
Pronto ||_| [ \ e

2.1. Iniciando e Preparando o Solver

Agora que a planilha estd pronta, esta na hora de iniciar o Solver. O solver se encontra
no menu ferramentas, como indicado na figura a seguir:

J@J Arquivo Editar Exbir Inseric Eormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda ;lilil
IDD’“E|§@.“&° g{,@,@|n ¥ verificar ortografia... F2 Ik ma.=2
18 .j 2 | Cornpartilhar pasta de trabalo...
A | B ‘ C | D | Proteger » J |_§
L Colaboracdo on-line »
L2 Varidaveis de Decisdo
el Xp |= 0 a Instalar
4 Xj = 0 Iacra P bira Pedro
5 Suplementos... 5 Pedro
| & | Fungiio Objetivo: Personalizar... 5 Jodo
B [MIN] | 0] Gpsfies..
8 | v |
£
10, <
1« > [wi]\Plan1 ¢ Flan2 7 Plana / |« | ﬂJJ
IDesenbarvRG‘AU@FDrmaSv\\EIO4@|@Iv£vévEﬁ§.e-
Pronto [ =1 o T
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Caso esta opcao nao esteja disponivel, serd necessario instalar o modulo do Solver.
Clicando nesta op¢ao, aparecerd a janela principal do Solver, representada abaixo:

Parametros do Solver m
Definir célula de destino: I =‘sl Resalver I
Iqual a: G Ms  CMin O valorde: |0 Fachar |
—Celulas varisveis:

1’ Estimar
~Submeter as resftricies: Opcies |
;I Adicionar
Alterar
Redefinir tudo |
Excluir
= I

Antes de mais nada, devemos entrar em "Opcoes" para configurar o tipo de problema
que queremos resolver, ja que o Solver serve para muitos outros tipos de problema. A janela
inicial de Opgdes é:

{Opcdes do Solver HE m
. Tempo 100 segundos | OK I
| 5
' Iteraces: 100 Cancelar |
' Precisdn: ID,DDDDDl Carregar modelo. .. |
]
Tolerancia: I5 % Salvar modelo... |
Conyergencia: ID,DDDl Ajuda |
™ Presurmir modelo linear I™ Usar escala automatica
™ Presumir pfo negativos I Mostrar resultado de iteracdo
stimativas————— Derivadas————— Pesguisar
* Tangente & adiante & Mewton
© Quadratica  central " Conjugado

As mudancas que faremos sdo: marcar "Presumir modelo linear" e "Presumir ndo
negativos". Depois disso, clique em OK.

Apds isso, serd apresentada novamente a janela do Solver. No campo "Definir Célula
Destino", clique no botao e indique a célula em verde. No campo "Igual a" marque "Min",
que indica que queremos minimizar o valor.

No campo "C¢lulas Variaveis", clique no botdo e indique as células em amarelo (todas
a0 mesmo tempo).

No campo "Submeter as Restrigdes" teremos um pouco mais de trabalho. Clique no
botao "Adicionar”. A janela abaixo sera apresentada:

Adicionar restricéio m

Referéncia de célula: Restricso:

| =l =
oK I Cancelar | Adicionar | Ajuda |
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Vamos adicionar a primeira restrigdo. No campo "Referéncia da célula", clique no
botao e selecione a primeira célula laranja (F3). No campo sem nome que contém o sinal,
indique o mesmo sinal da restri¢do, que no caso ¢ o igual (=). No campo "Restri¢do"”, clique
no botao e indique a primeira célula roxa (H3). Feitoisso, clique no botao OK e a primeira
restricao estard adicionada, como indicado na figura abaixo:

Parametros do Solver m
Definir célula de destino; $0%7 S Resolver I
TIgual a: CME M  walor de: IU EREr I
~Celulas variaveis:

|$D$3:$D$4 ll Estirnar I
Subrmeter as restricdies: Opedies
$F$3 = $HE3 :I Adicionar I
Alterar I
Redefinir tudo
Excluir I
- T

Repita o processo para as outras 3 restrigdes. No final, a janela do solver tera a

seguinte aparéncia:

Parametros do Solver B
Definir célula de destino: 7 Resolver I
Igual a: CMax FMin O valor de: |U Eachar |
-Celulas variaveis:

ISD$3 $0%4 ll Estirnar |
-Submeter as restriclies: Opcdies |
EF$3 = £HER - Adicionar
$FE4 >= FHE4 2l —I
FFES <= fHES Alterar |
tF$6 <= fHEG Redefinir fudo |
ExIuir |
LI Ajuda |

Neste momento, basta clicar no botao "Resolver". Apos isso, aparecera a seguinte

janela:

% anter solucda do Solver:

" Restaurar valores originais

[ o ]

Cancelar

| Salvar cenaria... |

Resitodos do Sobver |

0 Salver encontrou uma solugdo, Todas as restricies e
condicdes otimizadas foram atendidas.

Felatdrios
Resposta “
Sensibilidade
Limites
=
Ajuda |

Apos decidir se quer visualizar algum dos relatorios (Resposa, Sensibilidade e
Limites), clique em Ok. Neste ponto, a planilha do Excel mostrard a solugao final, como

apresentado na figura a seguir.




Introdugdo a Pesquisa Operacional 6
Segundo Semestre de 2007

B Microsoft Excel - Pastal !Elm
J@j Arquivo Editar Exibir Inserir Eormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda _|5|1I
DR SRAY $2BC |~ - 0= 451 B@w: -0, =2
Jg j = |
5 s = 0 B N =T
i
2 Variaveis de Decisdo Restrigoes
5 Xp = 5 40| = 40|Maguinas a Instalar
4 Xj = TS 10| »= 10|Minimo para Pedro
5 5| <= 8|Max. Horas Pedro
g Fungédo Objetivo: 75| <= 8|Max. Horas Jo&o
7 [MIN] | 425
g
9 :I
10 &
1| <[ » [ M|/ Relatdrio de limites 1 Plan1 /Planz / Plan:| < | | AJJ
JDesenl‘_warvR(’:j AubgFDrmaSv\\DQ-‘|@"£'&'EEE.€|.
Pronto | S e [ [ [

Ou seja: a solugdo ¢ que Xp = 5 (Pedro trabalhara 5 horas) e Xj = 7,5 (Joao trabalhara
7,5 horas). O custo final sera R$ 425,00. Estes valores também sao apresentados no relatorio
de respostas.

O "Relatorio de Sensibilidade" e "Relatorio de Limites" apresentam algumas
informagdes adicionais sobre variagdes que poderiam ocorrer sem que a solucdo fosse
modificada.
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Notas da Aula 11: O Problema da Atribuicao/Designacao
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar a modelagem do Problema da Atribuicdo como base para
posterior apresentacdo do algoritmo hungaro.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

O Problema da Atribui¢do/Designagao ¢ um problema bastante comum, tratando-se de
um caso especial de um problema mais geral, o Problema do Transporte da Programagao
Linear.

Os Problemas de Atribuicdo/Designagdo sdo sempre num formato em que existe um
determinado numero de atividades a serem processadas € um determinado numero de
recursos para processa-las; o objetivo ¢ atribuir (ou designar) qual atividade serd processada
por qual recurso.

Note que este ¢ um tipo genérico de problema; isto significa que os as atividades
podem ser produtos, projetos ou trechos de cddigo, por exemplo. Da mesma forma, os

recursos podem ser equipamentos, equipes de projetistas ou CPUs, por exemplo.

O objetivo neste problema ¢ alocar as atividades aos recursos de processamento de
forma a minimizar a soma do custo de cada processamento.

1. Um Problema de Atribuicao

Vejamos um exemplo (MOREIRA, 2006, pag. 122, modificado) para compreender
melhor qual ¢ este tipo de problema.

Exemplo:
Em uma féabrica temos dois trabalhos T1, T2 e T3, que podem ser processados por 3

maquinas diferentes: M1, M2 e M3. Devido a diferengas tecnoldgicas nas maquinas, o tempo
para que cada uma delas realize cada um dos trabalhos ¢ diferente, estando expressados na
tabela abaixo:

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10
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2. Modelagem Matematica do Problema da Atribuicao

Consideremos para a resolucdo as varidveis de decisdo Xj, sendo 1 o numero da
maquina e j o numero do trabalho: X, indica se a maquina 1 foi (ou nao) atribuida para o
trabalho 2; X;; indica se a maquina 3 foi (ou nao) atribuida ao trabalho 1. Ou seja: quando
uma destas variaveis for 1, houve a atribui¢ao. Se ela for 0, nao houve. Assim:

Se X, =1, amaquina 1 foi atribuida ao trabalho 2.
Se X, =0, a maquina 1 nao foi atribuida ao trabalho 2.
Se X3, =1, a méaquina 3 foi atribuida ao trabalho 1.
Se X3, =0, a maquina 3 nao foi atribuida ao trabalho 1.

Note que as variaveis X; s podem assumir valores 0 ou 1, ja que ndo faz sentido
dizer que uma maquina foi "meio" atribuida a uma atividade e "meio" atribuida a outra.
Assim, como cada maquina s6 pode ser atribuida a um trabalho, temos que se X;; =1, Xj, e
X3 precisam ser, obrigatoriamente, iguais a 0. Isso significa dizer que se a maquina 1 foi
usada para o trabalho 1 (X;; = 1) esta maquina 1 nao pode ser usada parao trabalho 2 e 3 (X,
= X3 = 0). Da mesma forma, se X;, = 1, entdo X;; = X;3 = 0... ou ainda, se X3 = 1, entdo X,
= X, = 0. Ora, como ¢ possivel ver, a soma dos valores de X;; = 1, sempre! Isso pode ser
escrito assim:

Xn+Xp+Xis=1, Xi;€10,1}

Bem, o que ¢ dito sobre a maquina 1, pode também ser dito sobre a maquina 2 e sobre
a maquina 3:

X+ Xpn+Xn=1, X5€10,1}
X5+ X5nt+X5=1, X5€10,1}

Juntando todas estas restri¢oes, teremos:

Xn+Xp+Xis=1
X+ Xp+Xy=1
X5 +X5pt+X5;=1

Xj5e 10,1}

Por outro lado, ¢ sabido também que os trabalhos s6 podem ser designados para uma
maquina de cada vez, também nao fazendo sentido dizer que um trabalho foi "meio" atribuido
a uma maquina e "meio" atribuido a outra. Assim, temos que se X;; = 1, X;; e X3, precisam
ser, obrigatoriamente, iguais a 0. Isso significa dizer que se o trabalho 1 foi alocado para a
maquina 1 (X;; = 1) este mesmo trabalho ndo pode ser alocado para as maquians 2 e 3 (X;; =
X531 = 0). Da mesma forma, se X,; = 1, entdo X;; = X3, = 0... ou ainda, se X3, = 1, entdo X,
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X351 = 0. Ora, como ¢ possivel ver, a soma dos valores de X;; = 1, sempre! Isso pode ser
escrito da seguinte maneira:

Xn+Xy+X5=1, Xine€{0,1}

Bem, o que ¢ dito sobre o trabalho 1, pode também ser dito sobre o trabalho 2 e sobre

o trabalho 3:

Xp+Xpn+Xp=1, Xne{0,1}
X3+ Xyut+Xs;=1, Xi3e{0,1}

Juntando todas estas restri¢oes, teremos:

Xn+Xy+X;5=1
Xp+Xp+X5=1
X+ Xynt+X5;=1

X;€{0,1}
Com isso, temos a definigao completa das restrigoes:

Xn+Xp+X;=1
X+ Xp+Xyu=1
X+ X+ X=1
Xu+Xy+X5=1
Xp+Xpt+Xp=1
X+t Xp+X;=1

<= Magquina 1 sé pega um trabalho
<= Ma4quina 2 s6 pega um trabalho
<= Magquina 3 sé pega um trabalho
<= Trabalho 1 s6 estd em uma maquina
<= Trabalho 2 s6 estd em uma maquina
<= Trabalho 3 s6 estd em uma maquina

X;5€10,1}

Mas ainda falta a definigdo de uma fungao objetivo! Bem, a fungdo objetivo ¢ a soma

do custo de cada atribuigdo realizada. Como Xj diz se uma atribuicdo foi feita, basta
multiplicar o custo de cada atribui¢do (dados pelo problema) pela varidvel X;; que identifica
se aquela atribuigdo foi feita:

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3

M1 10 5 8

M2 12 9 15

M3 9 12 10
Exemplo 1:

Custo da atribuigao da M1 ao T1: 10
Variavel que indica se esta atribuigao foi feita (1 se sim, 0 se ndo): X,
Custo final desta atribuicao: 10* X,

Exemplo 2:
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Custo da atribuicao da M2 ao T3: 15
Variavel que indica se esta atribuicao foi feita (1 se sim, 0 se ndo): X,;
Custo final desta atribuicao: 15* Xy;3

Jutanto o custo das 9 possiveis atribuigdes, definimos a funcao objetivo:

F.O.:
[MIN] 10X, + 5X, + 8X 3 + 12X, + 9Xp + 15X53 + 9X5; + 12X, + 10X55
SA: X +Xp+X;5=1

X+ Xp+Xyn=1

X+ X+ X=1

Xu+Xy+X5=1

Xp+Xpt+Xp=1

X+ Xp+X;=1

Xj € 10,1}

Enfim, o modelo completo. Entretanto, ainda falta colocar este modelo na forma
padrdo, o que acrescentaria uma variavel artificial em cada restri¢gdo, ampliando o numero de
variaveis de 9 para 15.

Observe como um problema simples e pequeno, de atribui¢do de 3 maquinas a 3
trabalhos tornou-se um modelo matematico enorme, com 15 variaveis (colunas do Simplex) e
6 restricoes (linhas do Simplex).

Para piorar, o problema exige que as respostas sejam numeros inteiros, o que
provavelmente impede o Simplex (sozinho) de resolvé-lo, sendo necessario um algoritmo que
engloba o Simplex, chamado "Branch and Bound" que pode vir a ter que re-executar diversas
vezes o Simplex, podendo ter que adicionar até mais 9 restricoes (linhas do Simplex), uma
para cada variavel de decisdo, totalizando 15 variaveis e 15 restrigdes.

Nao ¢ preciso ir muito longe para perceber que isso pode demorar um bom tempo... €
que, para problemas muito maiores, a execugao sera inviavel.

A solugao para isso € o uso do algoritmo hungaro, que serd apresentado na aula que
vem, e € especifico para problemas de atribuicao e designagao.
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Em uma empresa de construgdo civil, ha trés projetos que podem ser alocados a trés
equipes diferentes. Tanto o tempo de experiéncia das equipes quanto suas orientagdes
técnicas sdo distintas, de modo que o tempo de término de cada projeto dependera da equipe
especifica ao qual ele for alocado. A matriz a seguir mostra os tempos para cada equipo e
projeto. Modele como um problema de programacao linear (para o Simplex, mas ndo precisa
colocar na forma padrao) e aplique o Algoritmo Hungaro para chegar a alocacdo 6tima, ou

3. Exercicio L4 (Livro)

seja, o menor numero de horas pagas de desenvolvimento.

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30

Bibliografia

MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I.]: Ed. Thomson

Pioneira, 2007.
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Notas da Aula 12: O Algoritmo Hungaro
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar o algoritmo hungaro, para solugao do problema da atribuigao.

Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I1.]: Ed.
Thomson Pioneira, 2007.

Introducao

Como foi visto anteriormente, o problema da atribuicao/designacdo pode ser
modelado matematicamente como um problema de programacgao linear, visando sua solugao
pelo método Simplex.

Entretanto, a solugdo pelo método Simplex pode ser excessivamente demorada em
problemas muito grandes, com milhares de atividades a serem atribuidas. Por esta razao, foi
criado um algoritmo chamado "Algoritmo Hungaro" que ¢ capaz de resolver problemas de
atribuicdo com um esfor¢o computacional bastante menor que o Simplex.

Nesta aula veremos como solucionar o problema apresentado na aula anterior com o
uso do Algoritmo Hungaro.

1. O Algoritmo Hungaro

Assim como o Simplex, o Algoritmo Hungaro pode ser descrito como uma seqiiéncia
de operagdes matematicas que, quando aplicadas, revelam a solugdo 6tima para um problema
de atribuigao.

O Algoritmo Hungaro ¢ baseado na matriz dos tempos/custos de atribuigdo que se
deseja minimizar. Além disso, ele ¢ baseado no fato de existir igual nimero de tarefas e
maquinas (ou seja, o numero de linhas ¢ igual ao de colunas). H4 uma pressuposi¢do que
qualquer tarefa pode ser alocada a qualquer maquina e, finalmente, pressupde que os dados
sao custos (ou outra grandeza) que precisa ser minimizada.

Os passos do Algoritmo Hungaro sao:

1) Desenho da tabela de custos.

2) Selecao do menor valor de cada linha.

3) Subtracao deste numero de todos da mesma linha que ele.
4) Selegao do menor valor de cada coluna.

5) Subtragao deste numero de todos da mesma coluna que ele.
6) Determinagdo da ordem da matriz.
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7) Tragar o menor numero de retas horizontais e verticais que passem por todos os
Zeros.

8) Comparar o numero de retas necessario com a ordem da matriz.

9) Se o numero de retas for menor que a ordem da matriz, deve ser selecionado o
menor numero nao coberto pelas retas. Se for igual, o algoritmo acabou... passo 13.

10) Subtragdo deste nuimero de todos que ndo estiverem cobertos por retas.

11) Adicao do numero selecionado no passo 9 em todas as intersegdes de retas.

12) Voltar ao passo 7.

13) Determinagdo da atribuicao.

2. Aplicacao do Algoritmo Hungaro a um Problema

Para aplicar o algoritmo, voltemos ao exemplo (MOREIRA, 2006, pag. 122,
modificado) da aula anterior.

Exemplo:
Em uma fébrica temos dois trabalhos T1, T2 e T3, que podem ser processados por 3

maquinas diferentes: M1, M2 e M3. Devido a diferengas tecnologicas nas maquinas, o tempo
para que cada uma delas realize cada um dos trabalhos ¢ diferente, estando expressados na
tabela abaixo:

Miquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10

Com base neste problema sera apresentado o algoritmo hungaro para o problema de
atribui¢do, visando encontrar qual maquina deve realizar qual trabalho de forma a minimizar
o numero total de horas de méaquina gastos.

2.1. Aplicacao do Algoritmo

O Algoritmo Hungaro ¢ composto de vdrias etapas, que serdo vistas a seguir, para
resolver o problema previamente apresentado. Vejamos como executar cada etapa, passo a
passo.

Passo 1: Desenho da tabela de custos

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 10 5 8
M2 12 9 15
M3 9 12 10
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Passo 2: Seleciona-se o menor valor de cada linha...

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 10 >>5<< 8
M2 12 >>0<< 15
M3 >>0<< 12 10

Passo 3: Subtrai-se este numero de todos as células da mesma linha que ele

Miquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0 3
M2 3 0 6
M3 0 3 1

Passo 4: Seleciona-se o menor valor de cada coluna

Miquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 >>()<< 3
M2 3 0 6
M3 >>0<< 3 >>1<<

Passo 5: Subtrai-se este numero de todos as células da mesma coluna que ele

Maiquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0 2
M2 3 0 5
M3 0 3 0

Passo 6: Determina-se a ordem da matriz

A ordem da matriz ¢ 3, ja que ela ¢ uma matriz 3x3.

Passo 7: Traca-se o |[menor| numero de retas (h/v) que passem por todos os zeros

Miquina \ Trabalho T1 T2 T3
M1 5 0| 2
M2 3 0| 5
M3 0 3] 0

Passo 8: Compara-se o numero de retas com a ordem da matriz

Temos duas retas: a que passa na linha M3 e a que passa na coluna T2. Como o
numero de retas ¢ MENOR que a ordem, segue-se para o passo 9. Caso o numero fosse igual
a trés, poderiamos seguir para o passo 13. Note que se o numero de retas for MAIOR que a
ordem, ha erro no tragado das retas.
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Passo 9: Caso ""no. de retas < ordem", seleciona-se o menor valor ""'nao coberto"

Maiquina \ Trabalho T1 T2 T3
Ml 5 0| >>)<<
M2 3 0| 5
M3 0 3| 0

Passo 10: Subtrai-se valor selecionado no passo 9 de todos os ""'nao cobertos"

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
M1 3 0| 0
M2 1 0| 3
M3 0 3| 0

Passo 11: Soma-se o valor selecionado no passo 9 na intersecao das retas

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
Ml 3 0| 0
M2 1 0| 3
M3 0 5] 0

Passo 12: Traca-se o |menor| numero de retas que passem por todos 0s zeros

Maquina \ Trabalho Tl T2 T3
Ml 3 0] 0
M2 1 0 | 3
M3 0 3| 0

Caso o numero de retas ainda seja menor que a ordem, volta-se para o passo 8 e

reprete-se até conseguir um numero de retas igual a ordem da matriz.

Passo 13: Determina-se a atribuicao

Localize a primeira linha ou coluna que aparece apenas UM zero e faca a atribuigao.
Neste exemplo: A linha M2 tem apenas UM zero (coluna T2). Assim, o trabalho T2 serd

atribuido a maquina M2, e essa linha e coluna podem ser eliminadas:

Miquina \ Trabalho

Ml




Introdugao a Pesquisa Operacional 5
Segundo Semestre de 2007

Resultando em:

Magquina \ Trabalho T1 T3
M1 3 0
M3 0 0

Localize a préxima linha ou coluna que aparece apenas UM zero e faga a atribuicao.
Neste exemplo: A linha M1 tem apenas UM zero (coluna T3). Assim, o trabalho T3 sera
atribuido a maquina M1, e essa linha e coluna podem ser eliminadas:

Magquina \ Trabalho

M3

Resultando em:

Maquina \ Trabalho T1
M3 0

Finalmente, o trabalho T1 serd atribuido a maquina M3. Solucao:
T1 => M3, custo 9
T2 => M2, custo 9
T3 => M1, custo 8

Custo final total: 26 horas.

3. Tornando o Algoritmo Hingaro Genérico

Vimos anteriormente que, para que o Algoritmo Hungaro funcione, temos a
necessidade de obedecer alguns critérios... mas e quando isso ndo ocorre? Neste caso, iremos
usar alguns truques para "forgar" os critérios necessarios.

Numero de Linhas e Colunas Diferente: Neste caso criam-se linhas ou colunas
ficticias (conforme o caso), preenchendo o custo de todas as células desta linha/coluna
acrescentada como 0.

Problema de Maximizacdo ao invés de minimizacdo: Neste caso, procura-se o
maior numero na matriz. Encontrado este numero, em cada célula indicar o resultado da
operagdo "Maior_Numero - Valor_Original_Da_C¢lula_Atual".

Alocacdes Impossiveis: Quando alguma alocagdo ¢ impossivel, basta indicar seu
custo com um valor excessivamente alto. Normalmente a letra "M" ¢ usada para representar
este valor.
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Notas da Aula 13: Resolugao da Lista L4
Prof. Daniel Caetano

Objetivo: Apresentar a resolucao da listsa.
Bibliografia:
- MOREIRA, D.A. Pesquisa Operacional: Curso Introdutorio. [S.I1.]: Ed.

Thomson Pioneira, 2007.

1. Exercicio L4

Em uma empresa de construgdo civil, ha trés projetos que podem ser alocados a trés
equipes diferentes. Tanto o tempo de experiéncia das equipes quanto suas orientagdes
técnicas sdo distintas, de modo que o tempo de término de cada projeto dependera da equipe
especifica ao qual ele for alocado. A matriz a seguir mostra os tempos para cada equipo e
projeto. Modele como um problema de programacao linear (para o Simplex, mas ndo precisa
colocar na forma padrao) e aplique o Algoritmo Hungaro para chegar a alocacdao 6tima, ou
seja, o menor numero de horas pagas de desenvolvimento.

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30

Modelagem Matematica

Consideremos para a resolucdo as varidveis de decisao Xj, sendo 1 o numero da
equipe e j a letra do projeto: X;p indica se a equipe 1 foi (ou ndo) atribuida para o projeto B;
X;a Indica se a equipe 3 foi (ou ndo) atribuida ao projeto A. Ou seja: quando uma destas
variaveis for 1, houve a atribuicao. Se ela for 0, nao houve. Assim:

Se X5 =1, a equipe 1 foi atribuida ao projeto B.
Se X5 =0, a equipe 1 nao foi atribuida ao projeto B.
Se X34 = 1, a equipe 3 foi atribuida ao projeto A.
Se X34 =0, a equipe 3 nao foi atribuida ao projeto A.

Note que as variaveis X; s podem assumir valores 0 ou 1, ja que ndo faz sentido
dizer que uma equipe foi "meio" atribuida a uma atividade e "meio" atribuida a outra. Assim,
como cada equipe sO pode ser atribuida a um projeto, temos que se X;a = 1, X ¢ Xic
precisam ser, obrigatoriamente, iguais a 0. Isso significa dizer que se a equipe 1 foi usada
para o projeto A (X, = 1) esta equipe 1 nao pode ser usada para os projetos B e C (X3 = Xc
= (). Da mesma forma, se Xz = 1, entdo X;, = X;c = 0... ou ainda, se X;c = 1, entdo X, =
Xig = 0. Ora, como € possivel ver, a soma dos valores de X;; = 1, sempre! Isso pode ser
escrito assim:
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Xiat+Xip+ Xic=1, X;;€10,1}

Bem, o que ¢ dito sobre a equipe 1, pode também ser dito sobre a equipe 2 e sobre a
equipe 3:

Xoa + Xog + Xoc =1, X,5€1{0,1}
Xsa + Xap + Xsc =1, X;€1{0,1}

Juntando todas estas restri¢oes, teremos:

Xiat+Xipt+Xic=1
Xoa+ Xop + Xoc=1
Xia+ X+ Xsc=1

X € 10,1}

Por outro lado, ¢ sabido também que os projetos s6 podem ser designados para uma
equipe de cada vez, também nao fazendo sentido dizer que um projeto foi "meio" atribuido a
uma equipe e "meio" atribuido a outra. Assim, temos que se X, = 1, Xy € X34 precisam ser,
obrigatoriamente, iguais a 0. Isso significa dizer que se o projeto 1 foi alocado para a equipe 1
(X4 = 1) este mesmo projeto ndo pode ser alocado para as maquinas 2 e 3 (X4 = X34 = 0).
Da mesma forma, se X,, = 1, entdo X, = X34 = 0... ou ainda, se X3, = 1, entdo X;, = X4 = 0.
Ora, como ¢ possivel ver, a soma dos valores de Xy = 1, sempre! Isso pode ser escrito da
seguinte maneira:

Xia+tXon+Xsa=1, Xia€ {0,1}

Bem, o que ¢ dito sobre o projeto A, pode também ser dito sobre o projeto B e sobre o
projeto C:

XiptXp+Xsp=1, Xpe{0,1}
Xic+ Xoe + X5c =1, Xice {0,1}

Juntando todas estas restri¢oes, teremos:
XiatXoa+Xsa=1
Xipt X+ X3 =1
Xic+ X+ X5 =1

Xj5e 10,1}
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Com isso, temos a definigao completa das restrigoes:

XiatXip+Xi3=1
Xoa+ Xop+ X3 =1
Xsa+ Xsp+ X33 =1
XiatXoa+Xsa=1
X+ X+ Xsp=1
Xict Xoc+ X3 =1

<= Equipe 1 sé pega um projeto
<= Equipe 2 s6 pega um projeto
<= Equipe 3 s6 pega um projeto
<= Projeto A s0 estd em uma equipe
<= Projeto B so estd em uma equipe
<= Projeto C s6 estd em uma equipe

Xj € 10,1}

Mas ainda falta a defini¢do de uma fung¢do objetivo! Bem, a funcao objetivo ¢ a soma

do custo de cada atribui¢do realizada. Como X; diz se uma atribuicao foi feita, basta
multiplicar o custo de cada atribuicdo (dados pelo problema) pela varidvel Xj; que identifica
se aquela atribuicao foi feita:

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30
Exemplo 1:

Custo da atribuig¢ao da E1 ao PA: 15
Variavel que indica se esta atribuigao foi feita (1 se sim, 0 se ndo): X,
Custo final desta atribuig¢ao: 15* X,

Exemplo 2:

Custo da atribuicao da E2 ao PC: 18

Variavel que indica se esta atribuicao foi feita (1 se sim, 0 se ndo): X,c¢
Custo final desta atribui¢ao: 18* X,

Jutanto o custo das 9 possiveis atribuigoes, definimos a funcao objetivo:

F.O.:
[MIN] 15X 5 + 24X 5 + 21X c + 17X + 22X + 18X5c + 23X54 + 29X + 30X
XiatXip+Xi3=1
Xoa+t Xp+Xp3=1
Xsa+ Xsp+ X33 =1
XiatXoa+Xsa=1
X+ X+ Xsp=1
Xic+ Xoc + X3c =1

X;5€10,1}
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Resolucao pelo Algoritmo Hungaro

Passo 1: Desenho da tabela de custos

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 15 24 21
Equipe 2 17 22 18
Equipe 3 23 29 30
Passo 2: Seleciona-se 0 menor valor de cada linha...

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 >>15<< 24 21
Equipe 2 >>17<< 22 18
Equipe 3 >>23<< 29 30
Passo 3: Subtrai-se este numero de todos as células da mesma linha que ele

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 9 6
Equipe 2 0 5 1
Equipe 3 0 6 7
Passo 4: Seleciona-se 0 menor valor de cada coluna

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 >>(<< 9 6
Equipe 2 0 >>5<< >>1<<
Equipe 3 0 6 7

Passo 5: Subtrai-se este numero de todos as células da mesma coluna que ele

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0 4 5
Equipe 2 0 0 0
Equipe 3 0 1 6

Passo 6: Determina-se a ordem da matriz

A ordem da matriz ¢ 3, ja que ela ¢ uma matriz 3x3.

Passo 7: Traca-se o |[menor| numero de retas (h/v) que passem por todos os zeros

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0| 4 5
Equipe 2 0] 0 0
Equipe 3 0| 1 6

Passo 8: Compara-se o niumero de retas com a ordem da matriz
Temos duas retas: a que passa na linha Equipe2 e a que passa na coluna ProjetoA.
Como o numero de retas ¢ MENOR que a ordem, segue-se para o passo 9.
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Passo 9: Caso ""no. de retas < ordem", seleciona-se 0 menor valor ""nao coberto"

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0| 4 5
Equipe 2 0] 0 0
Equipe 3 0 | >>]<< 6

Passo 10: Subtrai-se valor selecionado no passo 9 de todos os ""'nao cobertos"

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0| 3 4
Equipe 2 0] 0 0
Equipe 3 0| 0 5

Passo 11: Soma-se o valor selecionado no passo 9 na intersecao das retas

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0| 3 4
Equipe 2 1] 0 0
Equipe 3 0| 0 5

Passo 12: Traca-se o |menor| numero de retas que passem por todos 0s zeros

Projeto A Projeto B Projeto C
Equipe 1 0] 3 4
Equipe 2 1] 0] 0
Equipe 3 0] 0] 5

Como o numero de retas ¢ igual a ordem da matriz, segue-se para o passo 13.

Passo 13: Determina-se a atribuicao

Localize a primeira linha ou coluna que aparece apenas UM zero e faca a atribuigao.
Neste caso: A linha Equipel tem apenas UM zero (ProjetoA). Assim, o Projeto A serd

atribuido a Equipe 1, e essa linha e coluna podem ser eliminadas:

Projeto B

Projeto C

Equipe 2
Equipe 3 0 5
Projeto B Projeto C
Equipe 2 0 0
Equipe 3 0 5

Localize a proxima linha ou coluna que aparece apenas UM zero e faca a atribuigao.
Neste exemplo: A linha Equipe3 tem apenas UM zero (coluna ProjetoB). Assim, o Projeto B

sera atribuido a Equipe 3, e essa linha e coluna podem ser eliminadas:
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Projeto C
0

Equipe 2

Projeto C
Equipe 2 0

Finalmente, o Projeto C sera atribuido a Equipe 2. Solugao:

PA =>EI, tempo 15 meses
PB => E3, custo 29 meses
PC => E2, custo 18 meses

Custo final total: 62 meses.
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